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Einleitung. 

Bei Beurteilung der Versuche, die uns umgebende physische 
Welt zu erforschen, mufs man stets die beschränkte Natur unserer 
Sinneswahrnehmungen berücksichtigen. Erscheinungen, welche für 
unsere Empfindungen getrennt auftreten, wie beispielsweise die Licht- 
strahlen und die Wärmestrahlen, können sich bei näherer Unter- 
suchung auf eine und dieselbe physikalische Erscheinung reducieren. 
Was wir subjektiv als Schall empfinden, läfst sich objektiv auf 
kleine Bewegungen träger Massen zurückführen, und zwar nehmen 
die Beispiele dieser Art mit dem Fortschreiten der Wissenschaft 
immer mehr an Zahl zu. 

Eine Zusammenstellung solcher Thatsachen ist wohl geeignet, 
den Eindruck zu hinterlassen, dafs die physische Welt ein zusammen- 
hängendes Ganzes bildet, wovon nur ganz einzelne weit voneinander 
getrennte Gebiete für uns durch unmittelbare Wahrnehmungen zu- 
gänglich sind. Weiter scheinen diese Thatsachen darauf hin- 
zudeuten, dafs dieses zusammenhängende Ganze eine einheitliche 
Konstruktion hat, während die eigentümliche Natur unserer Empfin- 
dungen daran schuld ist, dafs wir Erscheinungen wesentlich derselben 
Natur getrennt, bald als Schall, bald als Licht, bald als Wärme, 
auffassen. Wir können es als die Aufgabe der Physik bezeichnen, 
durch das Studium der einzelnen und getrennt für uns zugäng- 
lichen Erscheinungen ein Bild der zusammenhängenden dahinter- 
liegenden Erscheinungswelt zu konstruieren. 

Für die Lösung dieser Aufgabe sind offenbar vergleichende 
Studien der scheinbar getrennten Erscheinungsreihen von der gröfsten 
Bedeutung. Die Methode wird genau dieselbe, wie diejenige der 
▼ergleichenden Sprachwissenschaft oder der vergleichenden Anatomie 
sein: Die sich immer mehr anhäufende Summe von Ähnlichkeiten 
zwingt uns zu Schlüssen über den genetischen Zusammenhang der 

Bjerksbs, Vorlesungen. L 1 
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verglichenen Gebiete, welcher, wenn die Umstände günstig sind, 
durch neue Funde auch direkt bestätigt werden kann. Um nur 
ein einziges Beispiel zu erwähnen: die rein optischen Untersuchungen 
von Ebesnel und seinen Nachfolgern und die rein elektrischen Unter- 
suchungen von Maxwell und Hertz haben zu einer solchen Reihe 
von Ähnlichkeiten zwischen den optischen und einer gewissen Klasse 
von elektrischen Erscheinungen geführt, dafs man gezwungen worden 
ist, auf einen tieferen Zusammenhang derselben zu schliefsen, und 
die optischen Erscheinungen in die mehr umfassende Klasse der 
elektrischen Vorgänge einzureihen. 

Bei der Erforschung der Beziehungen zwischen den scheinbar 
getrennten Teilen der Physik richtet sich die Aufmerksamkeit von 
selbst stark auf diejenigen Beziehungen, welche sie alle zu einem 
besonderen Teile der Physik, nämlich zu der Mechanik haben. 

Die Ursache ist zunächst eine objektive, weil nämlich alle uns 
bekannten physikalischen Erscheinungen in intimer Weise mit mecha- 
nischen Vorgängen verbunden sind, und weil diese begleitenden 
mechanischen Vorgänge in vielen Fällen die besten oder die einzigen 
Hilfsmittel für die rein physischen Forschungen bilden. Wir brauchen 
nur daran zu erinnern, wie ein die Erwärmung der Körper be- 
gleitender mechanischer Vorgang, nämlich die Ausdehnung, zu der 
Konstruktion des Fundamentalinstrumentes für alle thermischen 
Untersuchungen geführt hat, während unser unmittelbarer Sinn für 
Wärme nicht mehr verwendet wird; Oder auch daran, dafs die 
Gesamtheit unserer Kenntnis von den elektrischen und magnetischen 
Erscheinungen durch die begleitenden Anziehungen und Abstellungen 
und mit Hilfe der auf diese mechanischen Vorgänge begründeten 
Me&instrumente gewonnen ist 

Die Ursache ist aber auch eine subjektive. Denn in der ge- 
samten Reihe der physischen Erscheinungen giebt es keine, mit 
welchen wir so innig vertraut sind, wie mit den mechanischen. Jedes 
Individuum der Menschheit ist im Besitze einer instinktiven Kenntnis 
der fundamentalen mechanischen Wahrheiten, welche durch un- 
unterbrochen fortgesetzte Erfahrung von Geburt an erworben ist 
Lange ehe sie Gegenstand der Reflexion bilden, sind diese Er- 
fahrungen von Muskeln und Nerven aufgenommen, und werden bei 
jeder körperlichen Thätigkeit unaufhörlich benutzt Zu dieser sub- 
jektiven Vertrautheit kommt noch, dafs wir das Vermögen haben, uns 
zu diesen Erscheinungen mehr objektiv zu stellen als zu allen anderen 
physikalischen, und zwar aus dem Grunde, dafs wir sie gleichzeitig 
mit mehreren unserer Sinne wahrnehmen und kontrollieren können. 
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Die subjektive Bedeutung, welche es für den Forscher haben 
mufs, die ferner stehenden physischen Erscheinungen mit den 
mechanischen in Verbindung zu bringen und diese Verbindungen aus* 
zunutzen, ist deshalb unmittelbar klar. Instinktiv ist dieses schon 
seit den ersten Anfängen des physikalischen oder des naturphilo- 
sophischen Denkens erkannt worden. Immer hat man nach mecha- 
nischen Vorstellungen gegriffen, nicht nur um einzelne physikalische 
Erscheinungen zu erklären, sondern auch um nach dem Beispiele 
von Demokbit oder Dbscabtes vollständige Weltmechanismen zu 
konstruieren. 

Diese aufserordentlichen Phantasieleistungen sind vorzüglich ge- 
eignet, zu zeigen, in welchem Mafse wir die mechanischen Vorstellungen 
besser beherrschen, als alle anderen rein physikalischen. Sie zeigen 
aber auch eine gewisse Gefahr, nämlich die Gefahr, dafs die un- 
kontrollierte Phantasie vollständig die Leitung übernimmt, was auch 
oft geschehen ist, nicht nur im ersten Entwickelungsstadium der 
naiven Naturphilosophie, sondern auch, nachdem sich die exakten 
Forschungsmethoden entwickelt haben. 

Die Möglichkeit solcher Fehlgriffe darf aber nicht zur Folge 
haben, dafs wir es aufgeben, unsere aufserordentlichen Fähigkeiten 
im mechanischen Denken auszunutzen. Dafs man eben durch Aus- 
nutzung dieser Fähigkeiten den besten und vielleicht den einzigen 
für uns möglichen Weg einschlägt, um uns ein geistiges Bild der 
gesamten zusammenhängenden physikalischen Erscheinungswelt zu 
konstruieren, ist der erste leitende Gedanke für C. A. Bjekkhes bei 
seinen hydrodynamischen Untersuchungen gewesen, nur mit der 
Ergänzung, dafs man dabei, wie überhaupt in der Naturwissen- 
schaft, ausschliefslich exakte Forschungsmethoden zur Verwendung 
bringen darf, Die Methode mufs wieder genau diejenige der ver- 
gleichenden Anatomie oder der vergleichenden Sprachwissenschaft 
sein: systematisches Aufsuchen von Thatsachen aus den beiden ge- 
trennten Erscheinungsreihen, welche den vermuteten Zusammenhang 
beweisen oder auch widerlegen können. Bei der Aufsuchung der 
besonderen Probleme oder der besonderen Forschungsgebiete, durch 
deren Durcharbeitung man solche Thatsachen zu finden hofft, mufs 
man der Phantasie vollkommene Freiheit lassen. Wenn aber ein- 
mal das Problem gestellt oder das Forschungsgebiet gefunden 
ist, darf die Phantasie nicht mehr die Leitung haben, sondern 
es dürfen, wie gesagt, nur exakte Methoden zur Verwendung 
kommen. 
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Die Frage von einer möglichen Reduktion der physischen Er- 
scheinungen auf mechanische Vorgänge führt von selbst zu einer 
genaueren Analyse der mechanischen Vorgänge an sich. Dabei be- 
gegnen wir aber sofort wieder Fällen, wo die Erscheinungen für 
unsere unmittelbaren Beobachtungen verschiedenartig auftreten, wo 
wir aber wieder mit Bücksicht auf die Beschränktheit unserer 
Wahrnehmungen berechtigt sind, eine Einheitlichkeit zu vermuten. 

Es ist empirisch festgestellt, dafs die Bewegungsänderungen, 
welche ein Körper erleidet, immer von einem anderen Körper her- 
rühren. Dieser zweite Körper kann aber auf zwei scheinbar ganz 
verschiedene Weisen diese Bewegungsänderungen verursachen: in 
einem Falle findet eine unmittelbare Berührung der beiden Körper 
statt; im anderen Falle sind sie voneinander vollständig getrennt, 
so dafs eine Wirkung in die Ferne vorliegt Wir müssen aber zu- 
geben, dafs die Verschiedenartigkeit der Erscheinungen auf einer 
Täuschung beruhen kann. Es ist möglich, dafs unter den scheinbar 
getrennten Körpern für uns verborgene materielle Verbindungen be- 
stehen, so dafs die Fernkraft in der That auf einer Reihenfolge von 
verborgenen Berührungswirkungen beruht Es ist aber auch um- 
gekehrt möglich, dafs die Berührung der Körper nur eine scheinbare 
ist, so dafs die Berührungskräfte als Fernwirkungen über sehr kleine 
Abstände erklärt werden müssen. 

Wenn wir nach natürlichem Instinkt zwischen diesen beiden 
Möglichkeiten wählen sollen, so ist das Resultat der Wahl nicht 
zweifelhaft Genau wie wir die physischen Erscheinungen auf die 
mechanischen zu reducieren suchen und nicht umgekehrt, ziehen wir 
es vor, die Fernkräfte auf Berührungswirkungen zu reducieren. " Die 
subjektive Ursache dürfte wieder dieselbe sein: Die Berührungskräfte 
gehören entschieden unserem Vorrat an instinktiven mechanischen 
Vorstellungen an, während dies dagegen ebenso entschieden mit den 
Fernkräften nicht der Fall ist Die Berührungskräfte lernen wir 
bei jeder körperlichen Thätigkeit kennen. Eine ähnliche Vertrautheit 
besitzen wir aber nur mit zwei isolierten Wirkungen der Fernkräfte, 
nämlich mit dem Gewichte der Körper und ihrer Tendenz zum 
Fallen, und erst durch Studium haben wir uns eine neue Auffassung 
dieser beiden Erscheinungen als Fernkraftwirkungen angeeignet 
Historisch ist die Zurückführung derselben auf die Wirkung einer 
Kraft eine Leistung Gaulei's. Vor ih™ verstand man unter Kräften 
nur Berührungskräfte oder Drucke. Die weitere Zurückfuhrung 
der GALiLEi'schen Kraft auf eine Fernwirkung der Materie war das 
Resultat der NEWTON'achen Entdeckung. Der Gedanke an eine 
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mögliche Reduktion der Fernkräfte auf Berührongskräfte ist in der 
That auch in demselben Augenblick entstanden, als die Fernwirkung 
als Erscheinung entdeckt wurde. Dieses geht unmittelbar aus 
Newtons vorsichtigen Reservationen bei der Formulierung der Fern- 
wirkungsgesetze hervor. Direkte Versuche, diese Reduktion durch- 
zuführen, wurden auch von einer Reihe von Physikern aus der gleich- 
zeitigen und nächstfolgenden Generation gemacht, wobei noch der 
greise Huyghens den Anfang gemacht hat Das Mifslingen sämtlicher 
derartiger Versuche brachte aber allmählich die ganze Richtung in 
Mifskredit, und dieser Umstand hatte nicht nur das Aufgeben dieser 
Versuche, zu deren Gelingen die Voraussetzungen fehlten, sondern 
einen allgemeinen Übergang zu dem entgegengesetzten Standpunkte 
zur Folge, wonach die Fernkräfte als die primären und fundamen- 
talen Kräfte der Natur aufgefafst wurden, auf welche die Berührungs- 
kräfte reduciert werden müfsten. Nur ein einziger Forscher ersten 
Ranges, EuiiEB, hat es gewagt noch in der zweiten Hälfte des vorigen 
Jahrhunderts für die älteren Ansichten energisch einzutreten. 

Die Wirkung dieses Umschlages in der Auffassung der mecha- 
nischen Erscheinungen zeigte sich bald in allen Gebieten der Physik. 
Die ältere kinetische Weltanschauung wurde durch die neue dyna- 
mische ersetzt An Stelle der bewegten, einander berührenden 
oder mit einander kollidierenden materiellen Gebilde, aus welchen 
Demokbit oder Descaetbs ihre Weltmechanismen konstruierten, traten 
jetzt fernwirkende Atome, die nie miteinander in Berührung kommen 
durften, und die sogar als blofse geometrische Punkte aufgefafst wurden. 

Die geschichtliche Entwickelung der Physik hatte zur Folge, 
dafs diese Auffassungen aufserordentlich tiefe Spuren hinterliefsen. 
Denn eben zu der Zeit, wo die Fernwirkungslehre in mehr oder 
weniger konsequenter Durchführung vollständig das physikalische 
Denken beherrschte, war es, dafs die vielen neuen Zweige der Physik 
emporblühten, um alle von Anfang an durch diese Lehre ihre Prägung 
zu erhalten. Die ganze theoretische Physik des neunzehnten Jahr- 
hunderts hat sich deshalb als ein auf Fernwirkungsvorstellungen auf- 
geführtes Lehrgebäude entwickelt 

Die Tendenz zum Zurückgreifen auf die uns instinktiv ver- 
trauten Vorstellungen hat aber tiefe Wurzeln. Zum besten Beleg 
hierfür dient vielleicht der Umstand, dafs zu einer Zeit, wo die 
Fernwirkungslehre eine durch Generationen geprüfte Grundlage der 
ganzen Physik bildete, und immer noch von Sieg zu Sieg weiter 
fortzuschreiten schien, doch die Forderung nach der Rückkehr zu 
den alten Vorstellungen entstehen konnte, um Untersuchungen zu 
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inspirieren, die in einer Reihe von einzelnen Gebieten eine allge- 
meine Bückkehr Ton dynamischen zu kinetischen Anschauungen 
herbeigeführt haben. 

Die Ansicht, dafs die Fern Wirkungsvorstellung, wie nützlich sie 
auch als Hilfsvorstellung sein mag zur Beschreibung gewisser Seiten 
der Naturerscheinungen, doch nicht als letztes Fundament zu dienen 
geeignet ist, sondern dafs man versuchen mnls, auf die uns im tieferen 
Sinne vertrauten Berührungskräfte zurückzugreifen, ist nun der zweite 
leitende Gedanke bei den hydrodynamischen Untersuchungen von 
C. A. Bjebknes gewesen. Aber ebensowenig hier, wie bei der 
Frage von der möglichen mechanischen Natur der physischen Er- 
scheinungen, dürfen wir mit der Aufstellung eines Postulates an- 
fangen, sondern wieder nur nach exakten Forschungsmethoden eine 
Einsammlung von Thatsachen versuchen, durch welche wir allmählich 
zur Klarheit kommen können, ob eine Reduktion der Fernkräfte 
auf Berührungswirkungen möglich ist oder nicht, und ob die Er- 
scheinungen selbst eine solche Reduktion fordern oder nicht Die 
Phantasie darf wieder nur bei der Aufsuchung der Probleme oder 
bei der versuchsweisen Deutung der beobachteten Erscheinungen 
eine Bolle spielen, während sich nachher alles auf exakte Forschungen 
reducieren mufs. 

Die Forschungen können auf physikalischem oder auf mecha- 
nischem Boden ausgeführt werden. Auf physikalischem Boden haben 
beispielsweise die von FABADAY-MAXwELi/schem Geiste inspirierten 
HEBTz'schen Versuche Thatsachen zu Tage gefördert, die jetzt allge- 
mein so gedeutet werden, dafs auf dem Gebiete der Elektrizität 
und des Magnetismus die Fernwirkungslehre nicht mehr als Fun- 
damentalvorstellung brauchbar ist Andererseits hat Hebtz vom 
mechanischen Standpunkte aus eine Thatsache gebracht, die für die 
Beurteilung der Frage von der gröfsten Bedeutung ist Er hat näm- 
lich durch seine Mechanik zum ersten Male gezeigt, dafs man bei 
dem formellen Aufbau dieser Wissenschaft die Fernwirkungsvor- 
stellung entbehren kann, wodurch gleichzeitig eine Form der Mecha- 
nik zu Wege gebracht ist, welche besser als Grundlage der kine- 
tischen Erklärung für physikalische Erscheinungen dienen kann. 

Die hydrodynamischen Untersuchungen von C. A. Bjebknes sind 
insofern besonders mit Hebtz' Meckanik verwandt, als sie das Ziel 
haben, auf mechanischem Boden Thatsachen einzusammeln, die zur 
Beurteilung der Hilfsmittel der Mechanik von Bedeutung sind, wenn 
es sich darum handelt, Fernkräfte womöglich auf verborgene Be- 
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rührungswirkungen und physischeji Erscheinungen auf verborgene 
mechanische Vorgänge zurückzuführen. Zu Aufgaben, bei deren 
Lösung man die Auffindung solcher Thatsachen zu erwarten hat, 
kann man durch verschiedene einfache Überlegungen kommen. 

Zwecks Reduktion der Fernkräfte auf Berührungswirkungen hat 
man im allgemeinen zu der Annahme eines raumerfullenden Mediums 
gegriffen. Als den ersten Grundbestandteil des Mechanismus, welchen 
wir studieren wollen, nehmen wir deshalb auch ein solches Medium 
an. Um zuerst das möglichst einfache zu versuchen, treffen wir 
die Wahl, dieses Medium mit möglichst einfachen mechanischen 
Eigenschaften auszustatten: es soll die Eigenschaften einer homo- 
genen, inkompressiblen, reibungslosen Flüssigkeit haben. 

In diese Flüssigkeit denken wir uns ein System von beliebig 
vielen Körpern eingetaucht. Um analytische Einfachheit zu er- 
reichen, nehmen wir an, dafs alle Körper kugelförmig seien, und 
dafs sie zugleich gegenseitige Entfernungen haben, die im Verhältnis 
zu ihren Radien grofs sind. Dabei können wir jedoch sofort von der 
Rotation als einer in reibungsloser Flüssigkeit einflußlosen Bewegung 
absehen, und die allgemeinste explicite zu betrachtende Bewegung 
jeder Kugel wird aus einer Translation in Verbindung mit einer 
Expansions- oder Kontraktionsbewegung bestehen. 

Unsere erste Aufgabe wird dann das Studium der Bewegung 
dieses Mechanismus von rein mechanischem Standpunkt aus sein, 
zunächst ohne jede Rücksicht auf die sich vielleicht ergebenden 
Analogien zu anderen Naturerscheinungen. 

Erst nachdem diese Aufgabe in genügender Vollständigkeit ge- 
löst ist, dürfen wir uns in Bezug auf diesen Mechanismus in eine 
ähnliche Stellung denken, wie wir sie thatsächlich wegen der Be- 
schränktheit unserer Wahrnehmungen zu allen uns umgebenden 
Naturerscheinungen einnehmen, so dafs wir nur getrennte Einzel- 
heiten direkt wahrnehmen können, während uns der ganze Zusam- 
menhang verborgen bleibt Wir können uns dabei verschiedene 
Stadien der Beschränktheit unserer Beobachtungen denken, deren 
£as^erste£ das folgende sein mag: 

Wir können uns vorstellen, dafs wir zwar die Kugeln, nicht 
aber die Flüssigkeit wahrnehmen können. Die Einflüsse, welche 
von den Kugeln durch Vermittelung des Mediums gegenseitig auf- 
einander ausgeübt werden, werden dann als die Wirkungen von 
Fernkräften erscheinen, und wir können dann somit ein vergleichen- 
des Studium dieser scheinbaren Fernkräfte hydrodynamischen Ur- 
sprunges mit den Fernkräften der Natur vornehmen. 
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Andererseits können wir, sofern die allgemeinen Ergebnisse der 
Untersuchungen dazu einladen, uns in eine solche Lage gegenüber 
unserem Mechanismus denken, wie wir sie thatsächlich zu dem Er- 
scheinungskomplex beispielsweise der Elektricität und des Magnetis- 
mus einnehmen, nämlich dafs wir nur gewisse begleitende, vielleicht 
an sich unwesentliche mechanische Erscheinungen direkt wahrnehmen 
können, und dafs diese Erscheinungen unsere einzigen Hilfsmittel 
zum Studium des verborgenen Phänomenkomplexes bilden. Unter 
diesen Vorausetzungen können wir dann ebenfalls ein vergleichendes 
Studium der betreffenden mechanischen und physikalischen Erschei- 
nungen vornehmen. 

Der allgemeine Plan der Untersuchungen, und die besondere 
Aufgabe, welche nach diesem Plane gelöst werden soll, ist somit ge- 
geben. Wie C. A. Bjbeknes zur Stellung dieser Aufgabe geführt 
wurde, und wie sich die Untersuchungen historisch entwickelt haben, 
werden wir später an geeigneten Stellen erläutern. Nur so viel sei 
jetzt schon bemerkt, dafs, wenn wir hier mehrmals auf die Fabaday- 
MAxwELL-HEBTz'schen Forschungen angespielt haben, dieses nur wegen 
der im allgemeinen verwandten Ziele, und nicht mit Rücksicht auf 
eine historische Abhängigkeit geschehen ist G. A. Bjebknes hatte die 
erste Idee zu seinen Untersuchungen schon zu einer Zeit gefafst, 
wo Fabaday's Anschauungen noch nicht den geringsten Einflufs auf 
die allgemeinen Vorstellungen der Physiker ausgeübt hatten, und wo 
Maxwell's bahnbrechende Untersuchungen noch nicht angefangen 
waren. Sie haben sich auch später von denselben unbeeinflufst ent- 
wickelt und lagen schon längst in allen Grundzügen fertig abge- 
schlossen vor, ehe die HEBTz'schen Versuche zu dem definitiven 
Siege der von Fabaday ausgegangenen Ideen führten, und ehe 
Hertz seine Mechanik sehnt 



Erster Teil. 

Voraussetzungen allgemeiner Natur. 



Erster Abschnitt. 

Ans der Theorie der Vektorfelder. 

1. Vektorgröfse und Vektorfeld. — Bei der Lösung der hydro- 
dynamischen Aufgabe, welche wir uns gestellt haben, sowie bei den 
weiteren durch die gefundene Lösung veranlafsten Diskussionen, 
werden Vektorgröfsen der verschiedensten physikalischen Natur zur 
Verwendung kommen. Teils werden wir Vektorgröfsen begegnen, 
die isoliert auftreten, wie beispielsweise die mechanische Kraft, 
welche an einem materiellen Punkte angreift Hauptsächlich werden 
wir aber mit Vektorgröfsen zu thun haben, welche den Bewegungs- 
zustand oder irgend einen anderen physikalischen Zustand eines 
materiellen Kontinuums beschreiben. In diesem Falle haben wir 
in jedem Punkte des Kontinuums eine Vektorgröfse zu betrachten, 
und die Untersuchung der räumlichen Verteilung oder des Feldes 
der Vektorgröfse wird eine Hauptrolle spielen. 

Die Hauptsätze der Theorie der Vektorfelder wird man in den 
meisten Darstellungen der Hydrodynamik, der Elasticitätslehre, der 
Potentialtheorie und der Lehre von der Elektricität und dem Magne- 
tismus dargestellt finden, doch meistens in der Form von Sätzen 
mit konkretem physikalischen Inhalt Bei dem Vergleich von Vektor- 
feldern verschiedener physikalischer Natur ist es aber wichtig, im 
voraus mit den allgemeinen mathematischen Eigenschaften solcher 
Felder vertraut zu sein, ohne Bücksicht auf die im besonderen 
Problem ihnen beigelegte physifylische Bedeutung. Um uns deshalb 
die getrennte Betrachtung der Vektorfelder von rein mathematischer 
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und von physikalischer Seite zu erleichtern, werden wir hier ein- 
leitungsweise die für uns wichtigsten allgemeinen Prinzipien der 
Theorie der Vektorfelder als eine rein mathematische Theorie zu- 
sammenstellen, während wir doch für die Beweise auf die gewöhn- 
lichen Lehrbücher verweisen. 

Wir werden dabei nach den Cartesischen Prinzipien die 
Vektorgröfse analytisch durch drei Komponenten darstellen, aber 
uns sonst dem Sprachgebrauche der neueren Yektoranalysis möglichst 
anschliefsen, und besonders auf die von allen Koordinatensystemen 
unabhängigen geometrischen Darstellungen der Vektorgröfsen Ge- 
wicht legen. 

Es sollen dann im Folgenden x, y, % die Koordinaten eines 
beliebigen Punktes des Baumes bedeuten, bezogen auf drei recht- 
winkelige Achsen; u, v, w sollen die Projektionen des Vektors auf 
die drei Achsen sein. Das ganze Feld des Vektors (u, v, w) ist 
bekannt, wenn jede der drei Gröfsen u, v, w als eindeutige Funktion 
der Koordinaten *?, y, * gegeben ist, u(z,y,z), v(x J y,x) 1 w(x,y,z). 

8. Vektorlinien, Vektorröhren, Vektorflufk — Unter einer 
Vektorlinie verstehen wir eine überall tangentiell zur Richtung 
des Vektors verlaufende Kurve. Sind u, v y w die Vektorkomponenten, 
so werden die Gleichungen dieser Kurven durch Integration des 
Systemes 
(ri\ da? _ tfy _ dx 

gefunden. 

Denkt man sich das vollständige System von Vektorkurven ge- 
zeichnet, und in jedem Punkte der Kurven infinitesimale Strecken 
abgetragen, deren Länge jeweils dem Zahlenwerte des Vektors pro- 
portional ist, so erhält man eine vollständige geometrische Dar- 
stellung des Vektorfeldes. 

Ist n die Normale einer Fläche <r, und sind cosnp, cosw,y, 
cos n,z die Bichtungscosinus dieser Normale, so nennen wir das 
Flächenintegral der längs dieser Normale fallenden Komponente des 
Vektors 

(b) F s= j(ttCOsn^c + v cos n,y + tocoBnrfda =\&Jl*6~ 

den Vektorflufs durch die Fläche <r. Ist die Fläche geschlossen, 
so soll n die nach aufsen gerichtete Normale bedeuten, und der 
Wert des Integrales (b) über die ganze Fläche berechnet soll der 
Ausflufs aus der Fläche heifsen. 
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Eine ans Vektorkurven erzeugte Bohre heilist eine Vektor- 
röhre. Der Mantel einer solchen Bohre -wird nicht durchflössen, 
der Vektorflufs durchsetzt nur die Querschnittsflächen. Zeichnet 
man ein System yon hinlänglich dünnen Vektorröhren, und giebt 
den Wert des Vektorflusses in allen Querschnitten aller Bohren an, 
so erhält man ebenfalls eine vollständige Darstellung des Vektor- 
feldes. 

3. Die Vektorkomponenten an Unstetigkeitaflachen. — Der Vektor 
soll nach unseren Voraussetzungen überall im Feld endliche Werte 
haben, und im allgemeinen auch yon Punkt zu Punkt stetig ver- 
änderlich sein. 

An gewissen Grenzflächen, die wir immer geschlossen voraus- 
setzen, und die .also das Vektorfeld in zwei getrennte Partialfelder 
zerlegen, dürfen/poch Unstetigkeiten vorkommen. Den Vektor inner- 
halb der Grenzflächen werden wir durch ( U, V, W) bezeichnen, 
während wir im äufseren Baum das (u, v, w) beibehalten. An solchen 
Flächen ist die Betrachtung derjenigen Vektorkomponenten, welche 
entweder längs der Normale oder in die Tangentialebene fallen, von 
besonderer Wichtigkeit 

Die Ausdrücke 

(u, v, w) n as u cos np + v cos n,t/ + w cos»,* 
(a) 

(Z7, V, W) n = Uooznp + V cos n f y + Wcosn,z 

stellen die Komponenten dar, welche die Vektoren des äuiseren be- 
ziehungsweise des inneren Feldes längs der Normalen der Grenz- 
fläche haben. 

Projizieren wir diese normalen Vektorkomponenten auf die Koordi- 
natenachsen, und ziehen diese Projektionen von den entsprechenden 
Projektionen des totalen Vektors ab, so erhalten wir Vektorgröfsen 
(Uj, v r , w x ) und {U t , F T , W t ) 9 welche die Komponenten 

* x 

u, = tt — ( tt , v,u>) n cosnp U t * CT — {U,V, TF) n cosn^ .\ol=:<X-<* 

(b) v r x. v — (u, v, w^cosn^ V x = V-(U,7, W\co&n,y 

u; t3S w-(M,u,w) B cosfi»» W x = TT — ( U, V, W) n cos np 

haben, und welche die tangentiellen Vektorkomponenten der beiden 
Partialfelder an der Grenzfläche darstellen. 
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4. Divergenz und Wirbel eines Vektors. — Ans einem gegebenen 
Vektor (u,v,w) können wir durch Differentiationen nach den Koordi- 
naten die skaläre Gröfse 



(a) 


6 


d u dv , du* 

~~ d x d y dx 


und die Vektorgröfee 






W «-!?-£. 




__ du dto p __ dv du 
"~ dx d x 9 * "~ dx~~ dy 



ableiten. Die skaläre Gröfse e heilst im Sprachgebrauch der Vektor- 
analysis die Divergenz des Vektors (u, v, w), während man den 
abgeleiteten Vektor (§, t], £) als den Wirbel des gegebenen Vektors 
bezeichnet 

In den Punkten einer Unstetigkeitsfläche verlieren diese Defini- 
tionen ihre Bedeutung. Wir können aber dort verwandte abgeleitete 
Gröfsen bilden. Die Differenz der Normalkomponenten des Vektors 
an beiden Seiten der Grenzfläche, das heilst die skaläre Gröfse 

M e - [u, v, w) n - (ET, V, W) n 

werden wir die Flächendivergenz an der Diskontinuitätsfläche 
nennen. In ähnlicher Weise definieren die tangentiellen Vektor- 
komponenten einen in die Grenzfläche fallenden Vektor (g 7 , tj', f '), 
dessen rechtwinklige Komponenten durch die Differenzen 

(V) r - «*- ^i n' = *- r t9 c - w x -w x 

gegeben sind, und welchen wir den Flächen wirbel oder Gleitungs- 
wirbel an der Grenzfläche nennen werden. 

Von der Verwandtschaft der Flächendivergenz e mit der ku- 
bischen Divergenz e und des Flächenwirbels (f , 17', £') mit dem 
kubischen Wirbel (§, tj, £) kann man sich durch einen einfachen 
Grenzübergang überzeugen. Man denkt sich die Diskontinuitäts- 
fläche erst durch eine körperliche Übergangsschicht ersetzt, wo der 
Vektor allerdings schnell, aber doch stetig seine Gröfse und Richtung 
verändert In dieser Schicht haben die Ableitungen nach den Koordi- 
naten, und besonders auch die Divergenz und der Wirbel gröfse, 
aber endliche Werte. Man läfet dann die Dicke der Ubergangs- 
schicht verschwinden, während man gleichzeitig die Werte der Di- 
vergenz und des Wirbels umgekehrt proportional der Schichtdicke 
anwachsen läfst Aus den dabei endlich bleibenden Produkten aus 
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Divergenz e und Schichtdicke, beziehungsweise ans Wirbel (|, rj, f ) 
und Schichtdicke erhält man die neuen Begriffe der Flächen- 
divergenz e' und des Flächen wirbeis (g, ff, £). 

Was sonst die durch Gleichung (a) definierte kubische Diver- 
genz e betrifft, so kann sie auch definiert werden als der auf die 
Volumeinheit bezogene Ausflufs (2) durch die Oberfläche eines Volum- 
elementes. Und ähnlich kann die Flächendivergenz e als der auf 
die Flächeneinheit bezogene Ausflufs aus einem Flächenelement der 
Diskontinuitätsfläche definiert werden. Dieser Ausflufs aus der 
Diskontinuitätsfläche ist mit dem plötzlichen Zuwachs identisch, 
welchen der Vektorflufs beim Durchsetzen dieser Fläche erhält. 

5. Solenoidales Vektorfeld. — Nehmen wir an, dafs die Kom- 
ponenten des Vektors (w, v, w) innerhalb eines gewissen Raumes der 
Bedingung 

, x du . dv Ju> A 

/ x ' d ^ dy dx 

» 

genügen. Dann ist der Ausflufs aus jedem Volumelement und folg- 
lich auch aus jeder beliebigen endlichen geschlossenen Fläche in 
diesem Baum gleich Null. Hieraus folgert man weiter, dafs in allen 
Vektorröhren der Vektorflufs durch alle Querschnitte gleiche Werte 
haben wird. Jede Bohre hat also in diesem Fall einen eindeutig 
bestimmten Vektorflufs, und man braucht zur Darstellung des Feldes 
nur hinlänglich viele Bohren mit angegebenem Wert des Flusses 
zu zeichnen. Am zweckmäfsigsten wählt man dann Vektorröhren, 
für welche der Vektorflufs gleich Eins ist, und um diese Bohren 
hinlänglich dünn zu erhalten, wählt man zur Darstellung des Vektors 
eine Einheit hinlänglich kleiner Gröfsenordnung. Die entsprechenden 
infinitesimalen Einheitsröhrchen nennen wir Solenoide. Sind die 
Solenoide des Feldes gezeichnet, so kann man überall den Wert 
des Vektors finden, da derselbe längs der Solenoidachse gerichtet 
und gleich dem reciproken Querschnitt des Solenoids ist. Jede 
durch Solenoide darstellbare Vektorgröfee heilst eine solenoidale 
Vektorgröfse, und die Bedingungsgleichung (a) die Solenoidal- 
bedingung. 

6. Potentielles oder lamelläres Vektorfeld. — Betrachten wir 
jetzt eine Vektorgröfee, deren Komponenten die Bedingungen 

, v dw d v du d w dv __ du 

* ' dy dx d% d x dx ~~ dy 
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erfüllen. Das Feld ist dann wirbelfrei Wenn diese Bedingungen 
erfüllt sind, haben die Vektorkomponenten die Eigenschaft, dafe sie 
sich als partielle Ableitungen einer Funktion tp darstellen lassen 

v ' dz oy o% 

Die Ton den Koordinaten x, y, % abhängige Funktion cp heilst das 
Potential des Vektors (u, v, w), und der wirbelfreie Vektor kann 
auch als eine potentielle Vektorgröfee bezeichnet werden. Substituiert 
man (b) in der Gleichung 4(a), so erhält man die Divergenz des 
Feldes durch das Potential <p ausgedrückt 

oder mit einer gewöhnlichen abgekürzten Bezeichnung 

(c') v> = «• 

Eine Fläche 

<p{x 9 y,z) = const 

nennen wir eine Äquipotentialfläche, und den Raum zwischen zwei 
solchen nahe aneinander verlaufenden Flächen eine äquipotentielle 
Schicht Die Vektorkomponenten u, v, w sind dejar' Kichtungs- 
kosinus der Normale dieser Fläche proportional, so dafs der Vektor 
in die Normale der äquipotentiellen Fläche fällt Weiter kann 
der Vektor selbst 

dtp 
dn 

geschrieben werden, wenn n die Normale der Äquipotentialfläche 
ist, und dieser Ausdruck läfst sich in der folgenden Weise deuten: 
d<p ist der konstante Unterschied der Potentialwerte der beiden 
Flächen, welche eine äquipotentielle Schicht begrenzen, dn ist die 
von Ort zu Ort veränderliche Dicke dieser Schicht Folglich ändert 
sich der Wert des Vektors umgekehrt proportional der Schichtdicke. 
Wählen wir jetzt eine Einheit genügend kleiner Gröfsenordnung, 
und zeichnen die Äquipotentialflächen für Potentialunterschiede Eins, 
so dafs sie unendlich dünne Äquipotentialschichten oder Lamellen 
begrenzen. Diese Lamellen geben eine vollständige geometrische 
Darstellung des Vektorfeldes: der Vektor verläuft längs der Lamellen- 
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normale und ist gleich der reciproken Dicke der Lamelle. Die 
wirbelfreien oder potentiellen Vektorfelder können wir deshalb auch 
lamelläre Vektorfelder nennen. 

7. Laplaot'iches Vektorfeld. — Schließlich können innerhalb 
eines gewissen Baumes die Solenoidalbedingung und die Potential- 
bedingung gleichzeitig erfüllt sein. Die Vektorkomponenten lassen 
sich dann in der Form 6 (b) mit Hilfe eines Potentiales ausdrücken, 
und dieses Potential erfüllt die IiAPLACE'sche Gleichung 

(a) V '?> - 0. 

Zur geometrischen Darstellung dieses Feldes kann man sich mit 
gleichem Eecht der Solenoide oder der Lamellen bedienen. 

8. Solenoidale Grenzflachenbedingung. — Kommt im Feld eine 
Diskontinuitätsfläche vor, so kann es eintreffen, dafs in jedem Punkt 
derselben die Flächendivergenz Null ist, so dafs sich die normale 
Vektorkomponente kontinuierlich durch dieselbe fortsetzt: 

(a) (*,">«0n - (v>r,w) n . 

Diese Bedingung kann als ein Spezialfall der allgemeinen Solenoidal- 
bedingung Ö(a) aufgefafst werden, und wir werden dieselbe deshalb 
die solenoidale Grenzflächenbedingung nennen. Wenn diese 
Bedingung erfällt ist, wird offenbar die Stromfiihrung einer Vektor- 
röhre keine plötzliche Änderung an der Grenzfläche erleiden. 

Gilt die allgemeine Solenoidalbedingung ö(a) für die Partial- 
felder aufserhalb und innerhalb der Grenzfläche, und ist die sole- 
noidale Grenzflächenbedingung (a) an der Grenzfläche erfüllt, so 
werden die zwei solenoidalen Partialfelder zusammen ein solenoi- 
dales Gesamtfeld bilden. 

Sind die zwei Partialfelder potentiell, mit den Potentialen cp 
und 4>, so läfst sich die Bedingung (a) 

(b) 4* - TT 

x ' an an 

schreiben. Ist die Grenzfläche eine wirkliche Diskontinuitätsfläche, 
so kann der Wirbel der Fläche nicht gleichzeitig mit der Divergenz 
verschwinden. Man hat dann zwei durch eine Wirbelfläche ge- 
trennte potentielle Partialfelder, die zusammengenommen nicht ein 
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potentielles Gesamtfeld darstellen können, wohl aber ein solenoidales 
Gesamtfeld, wenn nämlich die zwei Partialfelder LAPLACE'sche sind. 

9. Potentielle oder lamelläre Grenzflächenbedingungen. — An 
der Diskontinuitätsfläche kann es andererseits eintreffen, dafs die 
Bedingungen 

(a) Ur = Ü r} v r a V t , w x - W x . 

erfüllt sind. Die beiden Partialfelder grenzen dann mit kontinuier- 
lichen tangentiellen Vektorkomponenten aneinander an. 

Ist diese Bedingung erfüllt, und sind die beiden aneinander 
grenzenden Vektorfelder für sich betrachtet potentiell, so gehen 
die Lamellen beider Felder kontinuierlich ineinander über. Ist s 
die Kurvenlänge einer beliebig verlaufenden Kurve in der Grenzfläche, 
und sind q> und <I> die Potentiale des äufseren und des inneren 
Partialfeldes, so können die Bedingungen (a) auch 

(b) 4* - v 5 

X ' 08 d 8 

geschrieben werden. Wenn man integriert und die für die Dar- 
stellung des Vektorfeldes bedeutungslose Integrationskonstante gleich 
Null setzt, so wird 

(c) <p = 0. 

Ist also an einer Grenzfläche zwischen zwei Potentialfeldern die 
Bedingung (a) von der Kontinuität der tangentiellen Vektorkompo- 
nenten erfüllt, so können die Potentiale der zwei Felder so gewählt 
werden, dafs sie sich kontinuierlich aneinander schliefsen (c). Ist 
umgekehrt die Bedingung (c) von der Kontinuität der Potentiale 
erfüllt, so folgt durch die Differentiation die Gleichung (b), welche 
die Kontinuität der tangentiellen Vektorkomponenten ausspricht 

Die Bedingung von der Kontinuität der Tangentialkomponente, 
welche sich im allgemeinsten Fall durch (a) und in spezielleren 
Fällen durch (b) oder (c) ausdrückt, wollen wir die potentielle 
Grenzflächenbedingung nennen. Zwei potentielle Partialfelder, 
die diese Bedingung erfüllen, bilden ein potentielles Gesamtfeld. 

10. Eindeutige Bestimmtheit des Laplace'schen Vektorfeldes durch 
Grenzflächenbedingungen. — Die fundamentale Bedeutung der oben 
wiedergegebenen Einteilung der Vektorfelder tritt besonders, hervor, 
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durch die bekannten Sätze über die Bedingungen, welche hinreichend 
sind, um ein Vektorfeld eindeutig zu bestimmen. Bei der Wieder- 
gabe dieser Sätze setzen wir immer voraus, dafs die betrachteten 
Felder einfach zusammenhängende Bäume erfüllen. 

Ein IiAPiiACE'sches Feld innerhalb einer Grenzfläche ist eindeutig 
gegeben in zwei Fällen: 

(A) Wenn die normale Vektorkomponente in jedem Punkte der 
Grenzfläche gegeben ist 

(B) Wenn die tangentielle Vektorkomponente in jedem Punkte 
der Grenzfläche gegeben ist 

Anstatt auf den Vektor können die Sätze auf sein Potential 
bezogen werden. Der erste sagt dann aus, dafs das Potential be- 
stimmt ist, von einer für die Darstellung des Vektorfeldes belang- 
losen additiven Eonstanten abgesehen, wenn die Ableitung des Poten- 
tiales längs der Normale in allen Punkten der Grenzfläche ge- 
geben ist Die Eonstante wird bestimmt, wenn zugleich der 
Wert des Potentiales in einem bestimmten Punkte des Feldes be- 
kannt ist 

Der zweite Satz nimmt ganz entsprechend die Form an, dafs 
das Potential, von der belanglosen Eonstanten abgesehen, durch die 
zur Grenzfläche tangentiellen Ableitungen des Potentiales gegeben 
sind. Die Eonstante ist wieder bestimmt durch einen angegebenen 
Wert des Potentiales in einem bestimmten Punkte. Da schliefslich 
die Kenntnis der Werte des Potentiales in allen Punkten der Grenz- 
fläche die Kenntnis sowohl der tangentiellen Ableitungen, als des 
Potentialwertes in einem bestimmten Punkte des Feldes enthält, so 
folgt die besonders einfache und nützliche Form des Satzes, dafs 
das Potential eindeutig bestimmt ist, wenn sein Wert in allen 
Punkten der Grenzfläche gegeben ist 

Ist das LAPLACs'sche Feld nach innen begrenzt, nach aufsen da- 
gegen unbegrenzt, so genügt eine dejf Bedingungen ( A) oder (B) zur 
eindeutigen Bestimmung des Feldes, wenn man die Bedingung hin- 
zunimmt, dafs das Potential oder der Vektor im Unendlichen ver- 
schwinden soll. Und zwar soll, wenn R der Radius Vektor ist, 
welcher von einem Punkte im Endlichen zu dem entfernten Punkte 
führt, wo wir den Wert des Potentiales oder des Vektors betrachten, 

das Potential wie eine kleine Gröfse von der Ordnung -g- , der ab- 
solute Wert des Vektors wie eine kleine Gröfse von der Ordnung 
-^ verschwinden, wenn R über alle Grenzen hinauswächst 

Bjbrkbbs, Vorlesungen. L 2 
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11. Eindeutige Bestimmtheit der vollständigen Vektorfelder 
durch Divergenz und WirbeL — Das LAPLACE'sche Vektorfeld ist immer 
entweder nach innen oder nach aufsen begrenzt Unter einem voll- 
ständigen Vektorfelde werden wir ein Vektorfeld verstehen, welches 
weder nach innen noch nach aufsen begrenzt ist, und welches im 
Unendlichen verschwindet Ein vollständiges Vektorfeld kann also 
nicht in seiner ganzen Ausdehnung ein LAPLACE'sches Feld sein, son- 
dern mufs notwendig Divergenzen oder Wirbel enthalten, die übrigens 
kubischer oder flächenhafter Natur sein können. 

Ein solches vollständiges Vektorfeld ist eindeutig bestimmt, 
wenn die Divergenzen und die Wirbel gegeben sind. 

Kommen keine Wirbel, sondern nur Divergenzen vor, so ist das 
Feld ein vollständiges Potentialfeld. Ist die kubische Diver- 
genz e als Funktion der Koordinaten a^, y l9 z^, die Flächendivergenz e 
als Funktion der Koordinaten x',y',z' gegeben, und ist dr x ein 
kubisches Element, dt/ ein Flächenelement, so drückt sich das 
Potential im beliebigen Punkte x, y, % dieses Feldes durch das 
bekannte Integral 



aus, wo 



(b) 



r' - y(z-x)* + (y-yy + (*-*')' 



Die Quadraturen sollen über alle Punkte x x , y 1 , x x , x, i/, z' aus- 
gedehnt werden, wo kubische Divergenz e oder Flächendivergenz e' 
vorkommt 

Kommt keine kubische Divergenz e, sondern nur Flächendiver- 
genz e' vor, so reduciert sich das Vektorfeld auf zwei aneinander 
grenzende LAPLACE'sche Felder, welche durch eine mit Flächendiver- 
genz behaftete Diskontinuitätsfläche voneinander getrennt sind. In 
Formel (a) bleibt dann nur das letzte über die Diskontinuitätstiäche 
zu berechnende Integral stehen. 
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Zweiter Abschnitt. 

Aus den Prinzipien der Hydrodynamik. 

12. Die Euler'sche Fassung der hydrodynamischen Probleme. — 

Die allgemeinen Prinzipien der Hydrodynamik werden wir als be- 
kannt voraussetzen, und stellen die Fundamentalgleichungen auf unter 
Erinnerung an ihre Bedeutung, aber ohne die Ableitungen wieder- 
zugeben. 

Wir werden ausschliefslich die EuLER'sche Darstellungsform der 
hydrodynamischen Probleme anwenden. Nach derselben kümmern 
wir uns nicht um die dynamische Geschichte des einzelnen indivi- 
duellen Flüssigkeitspartikelchens, sondern suchen die räumliche Ver- 
teilung der Geschwindigkeit, der Dichte und des Druckes in der 
Flüssigkeit zu jeder Zeit zu bestimmen. Mit anderen Worten, wir 
richten unsere Aufmerksamkeit auf das Vektorfeld der Geschwindig- 
keit und auf die skalären Felder der Dichte und des Druckes. Die 
Aufgabe ist, die Geschwindigkeitskomponenten u, v, w, den Druck p 
und die Dichte q der Flüssigkeit als Funktionen der Koordinaten 
x, y, z eines beliebigen Baumpunktes und der Zeit t darzustellen. 
Ist das geschehen, so sind sämtliche erwähnten Vektorfelder und 
skalären Felder bekannt 

Die Bedingungen, welche zu der Bestimmung dieser Felder 
dienen, sind teils kinematischer, teils dynamischer Natur. Diese 
beiden Klassen von Bedingungen werden wir getrennt betrachten. 

13. Die kinematischen Bedingungen. — Die Masse der Flüssig- 
keit erhält sich bei jeder beliebigen Bewegung konstant. Diese Be- 
dingung drückt sich durch die sogenannte Kontinuitätsgleichung aus: 

{a) ^ a^ a^) || = 

x ' dx ay o% dt 

Der erste dreigliedrige Ausdruck ist die Divergenz des Vektors 
(qu, qv, qw\ welche das Produkt der Geschwindigkeit und der Dichte 
ist Die Gleichung sagt also unmittelbar aus, dafs die zeitliche 

Abnahme der Dichte im Volumelement* — ä?> dem Massenausfluss 

aus dem Volumelemente gleich ist 
Das Auftreten des Vektors 

ü = qu, v = qv, w = qw 

2* 
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in dieser ersten Fundamentalgleichung ist eine erste Ursache, warum 
es unter Umständen vorteilhaft sein mag, diesen Vektor anstatt der 
Geschwindigkeit als Fundamentalvektor einzuführen. Derselbe stellt 
die Bewegungsgröfse oder das Moment der Flüssigkeit, auf die Ein- 
heit des Volumens bezogen, dar. Wenn wir diesen Vektor später zur 
Verwendung bringen, werden wir denselben als die hydrodynamische 
Feldintensität bezeichnen. 

Aus der Undurchdringlichkeit der Körper folgt eine der Be- 
dingung (a) verwandte Bedingung, welcher die Flüssigkeit an der 
Grenzfläche mit fremden Körpern genügen muss. Die Undurch- 
dringlichkeit, ergänzt durch die Bedingung, dafs die Flüssigkeit 
auch nie von den fremden Körpern losgerissen werden soll, erfordert 
nämlich, dafs die Flüssigkeit in der Richtung norma? zur Grenz- 
fläche dieselbe Geschwindigkeit haben mufs, als der anliegende 
Oberflächenpunkt des fremden Körpers. An der Grenzfläche erfüllt 
mit anderen Worten die Geschwindigkeit die solenoidale Grenzflächen- 
bedingung, so dafs wir nach 8(a) 

(b) (u, », w\ - {U, V, W\, 

schreiben können, wo U,V,W die Geschwindigkeitskomponenten eines 
Oberflächenpunktes des fremden Körpers bedeuten. 

14. Die dynamischen Bedingungen. — Während die aufgestell- 
ten kinematischen Bedingungsgleichungen allgemein gültig sind für 
jede Flüssigkeit oder überhaupt für jedes materielle Kontinuum, 
welche auch die besonderen physikalischen und dynamischen Eigen- 
schaften sein mögen, können die Bewegungsgleichungen nur nach 
einer genaueren Festsetzung dieser Eigenschaften aufgestellt werden. 

Wir setzen die Flüssigkeit reibungslos oder vollkommen flüssig 
voraus. X, Y, Z sollen die Komponente^ der äufseren beschleu- 
nigenden Kraft sein, welche die Flüssigkeitspartikelchen angreift 
Zwischen dieser beschleunigenden Kraft, der Geschwindigkeit, der 
Dichte und dem Druck der Flüssigkeit bestehen dann die EuiiER'- 
schen Gleichungen 

du . du , du , du v 1 dp 

( ») *i + u *i +v »i + w *± = r--L|2 

w dt dz a y d% q dy 

dw . d w dje d w __ „ l_dp 

dt d x d y d x ~~ q dx' 
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Die linken Seiten dieser Gleichungen stellen bekanntlich die 
Beschlennigungskomponenten des bewegten materiellen Flüssigkeits- 
partikelchens dar. Im letzten Glied rechts kommen die Kompo- 
nenten der potentiellen Vektorgröfse — j£> — v^> ~"ö^» vor# 

Diese Vektorgröfse nennen die Meteorologen den Gradienten. Durch 
die Dichte q dividiert giebt sie den beschleunigenden Gradienten, 
welcher die Komponenten 

_L*L? JL!?Ü l dp 

q d%' q dy' q dx 

hat, und welcher die von dem Druck herrührende beschleunigende 
Kraft darstellt Die Gleichungen sagen also einfach aus, dafs die 
Beschleunigung eines Flüssigkeitspartikelchens der Summe der 
äufseren beschleunigenden Kraft und des beschleunigenden Gra- 
dienten gleich ist 

15. Solenoidalbewtgung. — Die vier Bedingungen 13 (a) und 
14 (a), welche in jedem Punkte der Flüssigkeit erfüllt werden 
müssen, genügen noch nicht zur Bestimmung der fünf Unbekannten 
u, v, w> p, q. Eine fünfte, yon der physikalischen Natur der Flüssig- 
keit abhängende Relation mufs zur Hilfe genommen werden. Mei- 
stens wird dies6 als eine Relation zwischen Dichtigkeit und Druck 
gewählt 

Wir werden diese Relation möglichst einfach wählen, indem 
wir die Dichtigkeit q als eine von allen äufseren Einflüssen und 
aufserdem von den Koordinaten und der Zeit unabhängige Kon- 
stante annehmen: 

q = const 

Die Flüssigkeit ist dann homogen und inkompressibel, und es bleiben 
nur Tier unbekannte Funktionen zurück, nämlich u, v, w, p. 

Ist diese Bedingung erfüllt, so vereinfacht sich sofort die Natur 
der Flüssigkeitsbewegung. Das q fällt aus der Gleichung 13 (a) 
aus, und dieselbe reduciert sich auf die Form der Solenoidal- 
bedingung; 

W ä^ + äH + äT - °' 

Erinnern wir uns zugleich an die immer gültige Grenzflächen- 
bedingung 13 (b), so erhalten wir das Resultat: 
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Das Geschwindigkeitsfeld in einer homogenen, inkompressiblen 
Flüssigkeit ist ein solenoidales Vektorfeld, welches an den Grenz- 
flächen der solenoidalen Grenzflächenbedingung genügt 

15. Wirbelfreie Bewegung. — Ans der Eonstanz der Dichte 
folgt sofort, dafs der beschleunigende Gradient eine potentielle Vektor- 
gröfse wird. Setzen wir voraus, dafs die äufsere beschleunigende 
Kraft X, Y, Z von einer Kraftfunktion abhängt, also eine po- 
tentielle Vektorgröfse ist, so müssen auch die Ausdrücke links in 
den Gleichungen 14 (a) die Komponenten einer potentiellen Vektor- 
gröfse sein. Mit anderen Worten: in einer homogenen, inkompres- 
siblen Flüssigkeit, welche der Wirkung nur Ton Kräften konserva- 
tiver Natur ausgesetzt ist, ist die Beschleunigung des Flüssigkeits- 
partikelchens eine potentielle Vektorgröfse. 

Unter diesen Umständen findet, wie Helmholtz nachgewiesen 
hat, keine Wirbelbildung in der Flüssigkeit statt Wenn die Wirbel 
4 (b) der Geschwindigkeit (u, v, w) im Anfangszustand Null sind, 
so werden sie immer Null bleiben; oder, wenn das Geschwindigkeits- 
feld zu)^ Anfang der Zeit ein potentielles Feld ist, so wird es immer 
ein potentielles Feld bleiben, und die Geschwindigkeit läfst sich zu 
jeder Zeit durch ein Geschwindigkeitspotential <p ausdrücken, 

(a) « - äJ, ' - "57' w = "ST- 

Aus den kinematischen Bedingungen folgt also, dafs das Ge- 
schwindigkeitsfeld der homogenen, inkompressiblen Flüssigkeit sole- 
noidal ist Unter den angegebenen dynamischen Bedingungen wird 
das Feld zugleich potentiell sein. Diese kinematischen und dyna- 
mischen Bedingungen zusammen haben also zur Folge, dafs das 
Geschwindigkeitsfeld ein LAPLAOE'sches Feld wird, dessen Geschwin- 
digkeitspotential die LiAPLACE'sche Gleichung erfüllt, 

(b) v > - o. 

Mit dieser Vereinfachung der geometrischen Natur des hydro- 
dynamischen Stromfeldes folgt auch eine Vereinfachung der Dynamik 
desselben. Die Substitution von (a) in die Gleichungen 14 (a) ge- 
stattet nämlich, eine Integration dieser Gleichungen auszuführen. 
Das ßesultat dieser Integration wird, wenn wir die äufsere Kraft 
(X, Y 9 Z) gleich Null setzen: 
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w , = p _ ,|£ _ 4 ,{(£)■ + (£)' + (§*)■) . 

Diese Gleichung giebt den Druck p, wenn das Geschwindigkeits- 
potential <p und der während des Ruhezustandes herrschende sta- 
tische Druck P bekannt sind. 



16. Bewegung fremder Körper in der Flüssigkeit — Wir 

haben uns die Aufgabe gestellt, die Bewegung eines Systems von 
Körpern in der Flüssigkeit zu untersuchen. 

Wir nehmen an, dafs in der Flüssigkeit keine fremde Kraft 
wirkt, und dafs die Flüssigkeit homogen und inkompressibel ist 
Weiter setzen wir voraus, dafs die Flüssigkeit in unendlicher Ent- 
fernung ruht und dafs die ganze Bewegung der Flüssigkeit von der 
Bewegung der Körper herrührt. Das heifst, der Anfangszustand soll 
ein solcher sein, dafs sowohl die Flüssigkeit als die Körper sich in 
Buhe befinden. 

Wenn die Körper sich zu bewegen anfangen, setzt auch die 
Bewegung in der Flüssigkeit ein. Diese Bewegung wird eine sole- 
noidale und wirbelfreie, also eine LAPLACE'sche, und das Geschwindig- 
keitsfeld wird folglich nach dem Satze 10 (A) durch die Normal- 
geschwindigkeit an der Oberfläche der Körper in eindeutiger Weise 
bestimmt 

Der augenblicklich vorhandene Bewegungszustand der einge- 
tauchten Körper bestimmt also die Bewegung der Flüssigkeit zu 
jeder Zeit eindeutig. Passieren beispielsweise die Körper zu einer 
Zeit t x durch dieselben Lagen, welche sie zu einer früheren Zeit t 
gehabt haben, mit denselben Geschwindigkeiten, so hat die Flüssig- 
keit zu den Zeiten ^ und t identisch dieselbe Bewegung, und in 
demselben Augenblick, in welchem die Bewegung der Körper auf- 
hört, hört auch jede Bewegung in der Flüssigkeit auf. 

Dieser Umstand, dafs die Bewegung der Flüssigkeit durch die 
Bewegung der eingetauchten Körper eindeutig bestimmt ist, macht 
eine zweckmässige Teilung der vorliegenden Aufgabe, in einen 
kinematischen und einen dynamischen Teil möglich. 

Wir können uns erst die Bewegungen der Körper als gegeben 
denken, und die dadurch eindeutig bestimmten Stromfelder in rein 
geometrischer Weise untersuchen. Diese einleitende Aufgabe ist 
eine rein kinematische. Allerdings beruht die Möglichkeit, diese 
Aufgabe getrennt zu behandeln, implicite auf den dynamischen 
Eigenschaften der Flüssigkeit, welche die potentielle Natur der Strom- 
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felder zur Folge haben. Aber sonst wird sie kein direktes Zurück- 
greifen auf dynamische Betrachtungen erfordern, so dafs die Be- 
handlungsweise eine rein kinematische oder geometrische wird 

Wenn wir diese geometrische oder kinematische Aufgabe voll- 
ständig erschöpft haben, können wir die dynamische Diskussion der 
gefundenen Bewegung mit Hilf e der allgemeinen Druckformel 15(c) 
angreifen, um die dynamische Wechselwirkung von Körper und 
Flüssigkeit zu studieren. 



Zweiter Teil. 

Kinematische Untersuchung der Flüssigkeitsbewegungen 
bei gegebenen Bewegungen der Kugeln. 



Erster Abschnitt 

Volum&ndernde Kugeln. 

17. Koordinaten und (toiehwindigkeitskomponenten einer Kugel. 
— Um analytische Einfachheit zu erreichen, haben wir bei der 
Aufstellung unseres Problems angenommen, dafs die in der Flüssig- 
keit vorhandenen fremden Körper Kugelform haben. 

Es sei zunächst nur eine Kugel vorhanden, und es seien a, b, e 
die Koordinaten des Mittelpunktes und d der Radius derselben. 
Ihre Gleichung wird dann 

(a) (*' - a)> + {t/ - by + (/-«)•- d\ 

wenn x, y\ tf die laufenden Koordinaten auf der Kugelfläche sind. 
Die Lage und die Bewegung der Kugelfläche ist zu jeder Zeit 
bekannt, wenn die vier Parameter 

(b) a, b f c, d 

als Functionen der Zeit gegeben sind. Dabei sehen wir von einer 
möglichen Rotationsbewegung der Kugel ab, da dieselbe keine 
wesentliche Veränderung der geometrischen Verhältnisse zur Folge 
hat, und für die Bewegung in einer reibungslosen Flüssigkeit be- 
langlos bleibt 

Die Ableitungen der vier Parameter (b) nach der Zeit, welche 
wir mit der NEWTorfschen Bezeichnung 

(c) d, b, 6, d 
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schreiben, sind die vier Geschwindigkeitskomponenten der Engel. 
Die drei ersten d y b, 6 stellen die translatorische Geschwindigkeit 
dar, die letzte d die Geschwindigkeit, mit der sich die Länge des 
Kugelradius ändert 

Der von dem Engelcentrnm a, b, o nach einem beliebigen Raum- 
punkt x, y, % gerichtete Radius vektor ist die immer positive Gröfse 



(d) r = y (x - a)* + (y - b)* + [%-c)\ 

welche wegen des darin enthaltenen a, b, c implicite von der Zeit t 
abhängig ist 

18. Volumändemde KugeL — Wir werden in diesem Abschnitte 
annehmen, dafs die Kugel keine translatorische Bewegung hat, und 
dafs nur der Radius d Veränderungen erleidet d,b } ö sind also 
vorläufig Null, und a, b, e von der Zeit unabhängige Gröfsen. 

Für die Bestimmung der in der umgebenden Flüssigkeit er- 
zeugten Bewegung genügt die Kenntnis der Bewegung der Kugel- 
oberfläche; die möglichen Bewegungen im Inneren der Kugel haben 
keine Bedeutung. Um vollständige Vektorfelder zu erhalten, wollen 
wir aber im allgemeinen von bestimmten Voraussetzungen über den 
Bewegungszustand auch im ganzen Inneren der Kugel ausgehen. 

Wir setzen dann voraus, dafs sich an die radiale Geschwindigkeit 
d eines Oberflächenpunktes im Inneren eine radiale Geschwindigkeit 
proportional der Entfernung vom Centrum anschliefst. Diese radiale 
Geschwindigkeit innerhalb der Kugel wird also vkKY* H*+**4r\ t-^di 

Wie man unmittelbar sieht, läfst sie sich als die partielle Ableitung 
nach r von dem Potential 

(a) - \±i 



darstellen. Dieses Potential erfüllt nicht die LAFLAOE'sche Gleichung, 
denn man findet 

(b) V*0 = 3-^. 

Die Natur der anschliefsenden Bewegung in der umgebenden 
Flüssigkeit läfst sich sofort ohne Rechnung voraussehen. Die Ge- 
schwindigkeit mufs wegen der Symmetrie rein radial sein. Und da 
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der Flufs mit wachsender Entfernung Kugelflächen durchsetzt, deren 
Oberflächen proportional dem Quadrat der Radien zunehmen, so 
folgt aus der solenoidalen Natur des Flusses, dafs die Geschwindig- 
keit umgekehrt wie das Quadrat dieses Radius abnehmen mufs. Der 
allgemeine Ausdruck der Geschwindigkeit wird also eine Eonstante 
dividiert durch r*, und da die Geschwindigkeit an der Oberfläche 
der Kugel, dafs heilst für r = d, den Wert d haben soll, so wird 
der definitive Ausdruck 

— =■ d. 

Dieser Ausdruck ist die partielle Ableitung nach r von 

f \ d *j 

(c) (p = -yd, 

welches also das Potential der Flüssigkeitsbewegung in der Um- 
gebung der Kugel darstellt 

19. Totale und specifische Volumausdehnungsgeschwindigkeit. — 
Als die charakteristischen Parameter des Feldes aufserhalb und 
innerhalb der Kugel treten hier Radius d und Radialgeschwindig- 
keit d au£ Gewissen Aufgaben gegenüber sind aber andere Para- 
meter vorzuziehen. Bezeichnen wir das Volumen der Kugel durch 
E, so ist 

(a) E = f nd*. 

Durch Differentiation nach der Zeit ergiebt sich für die kubische 
Volumausdehnungsgeschwindigkeit 

(b) £ - 4nd*d. 

Schliefslich werden wir durch 4 die auf die Volumeinheit bezogene 
oder specifische Ausdehnungsgeschwindigkeit bezeichnen, so dafs 

(c) ß = 6E. 

i stellt dann das dreifache der linearen Ausdehnungsgeschwindigkeit 
d 



d 

-r im Inneren der Kugel dar. 



Das Potential der Ausdehnungsbewegung im Inneren der Kugel 
drückt sich besonders einfach durch die specifische Ausdehnungs- 
geschwindigkeit i aus, 
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(d) <*> - £4r», 

und besonders bemerkt man, dafs i die Divergenz des Feldes darstellt, 

(e) V*4> = i. 

Das Potential des anscMiefsenden äufseren Feldes nimmt be- 
sonders einfache Form an, wenn wir die totale Volumausdehnungs- 
geschwindigkeit $J einführen, nämlich 

(f) <p - - * 

20. Das Feld der volumändernden KugeL — Das Feld in der 
Flüssigkeit ist solenoidal und potentiell Innerhalb der Engel ist 
das Feld wohl potentiell, nicht aber solenoidal, da wir dort eine 
Divergenz <2 haben. An der Grenzfläche ist die solenoidale Grenz- 
flächenbedingung (8) erfüllt Da aber an der Grenzfläche keine tan- 
gentielle^ Vektorkomponente vorkommt, so wird gleichzeitig die poten- 
tielle Grenzflächenbedingung (9) von «elbst erfüllt, so dafs die Partial- 
felder zusammen ein potentielles Gesamtfeld darstellen. Durch Hin- 
zufügen einer passenden additiven Eonstante 4> zu dem Potential 
im inneren Räume wird man kontinuierlichen Übergang der Potentiale 
an der Grenzfläche erhalten. Die Äquipotentialflächen <Z> = const 
im inneren und <p = const im äufseren Räume sind konzentrische 
Kugeln. 

Im äufseren Raum ist der Ausdruck der Radialgeschwindigkeit 

Multipliziert man diesen Ausdruck mit der Oberfläche 4nr % einer 
Kugel mit dem Radius r, so erhält man £, welches also den Vektor- 
flufs durch eine Kugelfläche um das Feldcentrum, und folglich auch 
den Vektorflufs durch eine beliebige, die volumändernde Kugel um- 
schliefsende Fläche darstellt 

Will man dieses äufsere Feld durch Solenoide darstellen, so 
ist zu beachten, dafs die Vektorlinien oder Stromlinien radiale Strahlen 
sind. Vektorröhren mit gleich grofsem Vektorflufs werden also zu 
Kegeln beliebiger Form, die aber gleiche Öffnung und ihre Spitzen 
im Mittelpunkt der Kugel haben. Besonders kann man, um die 
Darstellung in der Ebene ausführen zu können, koaxiale Umdrehungs- 
kegel benutzen. Dieselben schneiden aus einer Kugelfläche Kugel- 
zonen von gleicher Höhe aus, so dafs die Konstruktion der Schnitt- 
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linien dieser Kegel mit einer beliebigen Meridianebene sehr bequem 
ist Bei der Darstellung des Feldes durch Einheitsröhren hat man 
eine Anzahl $J solcher Kegel zu zeichnen. 

In der Fig. 1 ist die expandierende Kugel durch zwei konzen- 
trische Kreise dargestellt: der innere voll ausgezogene Kreis soll die 
Kugel zur Zeit t darstellen; der äufsere punktierte Kreis stellt die 
Kugel eine kurze Zeit später dar, wenn sie ein etwas gröfseres 
Volumen hat Die Ausdehnungsgeschwindigkeit 2? ist gleich 10 ge- 
setzt, und das umgebende Stromfeld wird durch zehn Kegel dar- 
gestellt, welche durch die gezeichneten Geraden erzeugt werden, 







Fig. 1. Feld einer expandierenden oder einer pulsierenden Kugel. 

wenn die Figur um die horizonale Gerade gedreht wird. Wählt 
man immer kleinere Einheiten für 2?, so erhält man eine immer 
gröbere Anzahl von Bohren, und gelangt zuletzt zu der solenoidalen 
Darstellung des Feldes (5). 

Im Anschlufs an diese solenoidale Darstellung des Radialfeldes 
aufserhalb der Kugel wird sich 2? gewissermafsen als natürlicher 
Parameter des Feldes darbieten, so dafs die Formel (a) der natür- 
liche analytische Ausdruck des Feldes wird. Diese Formel enthält 
im Zähler den totalen Vektorflufs, im Nenner das Areal der von 
diesem Flufs durchsetzten Kugelfläche, auf deren Zunahme mit 
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wachsendem r die Abnahme des Vektors im umgekehrten Verhältnis 
des Quadrates des Abstandes beruht 

21. Mittelwerte periodischer Funktionen. — Um besonders den 
Fall periodischer Volumänderungen genauer zu diskutieren, werden 
wir erst einige Sätze über Mittelwerte periodischer Funktionen ab- 
leiten. 

Es sei f(t) eine periodische Funktion allgemeinster Natur der 
Variablen t; ihre Periode sei t, so dafs 

f(t + T)-f(t) - 0. 

Die totale Ableitung dieser Funktion nach t ist wieder eine perio- 
dische Funktion. Bilden wir den Mittelwert dieser Ableitung während 
einer Periode, so erhalten wir sofort 

t +T 

•t\ (a) Tf4-J® d \ r tW + *)-/wj - °- 

t 

Wir finden also den einfachen, für uns im folgenden äufserst wich- 
tigen Satz: 

(A) Eine Funktion der Variablen t, von der Form einer totalen Ab- 
Leitung einer periodischen Funktion dieser Variablen, hat in der Periode 
den Mittelwert Null. 

Aufser diesem linearen Mittelwert werden wir auch den quadra- 
tischen Mittelwert betrachten, besonders um zweckmässige mittlere 
Intensitätsmafse von solchen Gröfsen zu erhalten, welche den linearen 
Mittelwert Null haben, wie die Ableitung von f(t) nach t oder f(t). 
Den quadratischen Mittelwert f m dieser Funktion werden wir durch 
die Gleichung 



/ t + X 

- ± vm> 



<b) f. - ± V fj VW 

t 

definieren. Das Vorzeichen, wenn die vorliegende Aufgabe ein solches 
erfordert, soll nach der folgenden Regel gewählt werden: 

(B) f m sott das Vorzeichen haben, welches fft) zu einer gewissen 
gewählten Anfangszeit t hat. 

22. Pulsierende Kugel. — Auf die Mechanik der Vorgänge im 
Innern der Kugel werden wir nie genauer eingehen. Im allgemeinen 
werden wir jedoch voraussetzen, dafs die Kugeln elastisch sind, und 
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dafs darauf beruhende periodische Volumänderungen oder Pulsa- 
tionen vorliegen. 

Das Volumen E der Kugel schwingt dann um einen gewissen 
mittleren Wert E Q . Die Amplitude der Schwingungen nehmen wir 
im allgemeinen klein an, so dafs E nur sehr wenig von E ver- 
schieden ist 

Die Volumausdehnungsgeschwindigkeit $J wird dann eine pe- 
riodische Funktion, deren Mittelwert nach dem Satze (A) des vor- 
hergehenden Paragraphen den Wert Null erhält Als mittleres In- 
tensitätsmafs dieser Geschwindigkeit benutzen wir das quadratische 
Mittel 



:-nß 



(») s. - y-y**««. 

t 

Diese Gröfse werden wir die Pulsationsintensität nennen. Die- 
selbe ist eine Gröfse mit Vorzeichen, und zwar erhalten wir nach 
der Regel des vorhergehenden Paragraphen folgendes: 

Die Pulsationsintensität $J m ist positiv, wenn sich zu der festgesetzten 
Anfangszeit die Kugel ausdehnt, negativ, wenn sich die Kugel zu dieser 
Zeit zusammenzieht. 

Den Potentialausdruck 

wo £ m die somit definierte, von der Zeit unabhängige Pulsationsinten- 
sität ist, können wir als eine Darstellung des mittleren Bewegungs- 
zustandes im Radialfeld betrachten, wenn wir von Einzelheiten der 
Bewegung, wie etwa Periode und Amplitude der Schwingungen ab- 
sehen, und nach der zur betrachteten Zeit vorliegenden Phase der 
Schwingung nicht fragen. 

Die Formel (b) hat genau dieselbe Form wie die Formel 19 (f ), 
welche die wirkliche Bewegung darstellt. Entsprechend können wir 
Fig. 1, welche ursprünglich ein Augenblicksbild der wirklichen Be- 
wegung giebt, auch als eine Durchschnittsdarstellung des Feldes 
einer pulsierenden Kugel betrachten; und zwar können wir dabei 
übereinkommen, dafs eine Kugel mit positiver Pulsationsintensität 
so dargestellt werden soll, wie diejenige der Fig. 1, wo der punktierte 
Kreis außerhalb des voll ausgezogenen liegt, während eine Kugel 
mit negativer Pulsationsintensität durch einen vollausgezogenen 
äufseren, und einen punktierten inneren Kreis dargestellt wird. 
(Vergl. Fig. 3 unten.) 
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23. Ein System von volumändernden Kugeln« — Sind gleich- 
zeitig mehrere Kugeln vorhanden, so werden wir die einzelnen Kugeln 
durch Indices 

9> ** */ 3> ä • • • • 
voneinander trennen. Die Engel g hat die Koordinaten 

a n> K? C n> <t« 

9' 9 1 9' 9 

Unter dem Punkte g verstehen wir besonders den Mittelpunkt a , b , c 

9 V w 

der Kugel, r g soll der von diesem Punkte aus gemessene Radius- 
vektor sein: 



und E g soll das Volumen der Kugel g bedeuten. 

Wir denken uns eine beliebige Anzahl von Kugeln gegeben, die 
sich in grofsen Abständen voneinander befinden, so dafs die Radien 
immer klein im Verhältnis zu den Centraldistanzen sind. Die Kugeln 
sollen keine translatorischen Bewegungen haben, so dafs die Para- 
meter a g , b gf e gJ a^ b h , o^, . . . Konstanten sind. Doch sollen die Radien 
d g > &v • • • ? und damit die Volumina E, E h , . . . veränderlich sein. 

An die gegebenen Radialbewegungen der Kugeln wird sich eine 
eindeutig bestimmte LAPLACE'sche Bewegung im äufseren Räume 
anschlie&en. Die exakte Bestimmung des Potentiales dieser Be- 
wegung ist umständlich, und wird erst später genauer betrachtet 
werden. Dagegen läfst sich sofort ein Potential aufstellen, welches 
diese Bewegung mit grofser Annäherung darstellt Der von der 
Kugel g herrührende Radialstrom hat an der Oberfläche dieser Kugel 
selbst die endliche Geschwindigkeit d. aber nimmt umgekehrt pro- 
portional dem Quadrat der Entfernung ab, und hat deshalb in der 
Nähe des Punktes A, wo später die Kugel h angebracht werden soll, 
eine Geschwindigkeit, welche klein zweiter Ordnung ist Bilden wir 
deshalb einen Potentialausdruck durch Superposition der Potentiale 
derjenigen einfachen Radialströme, welche jede Kugel, wenn sie 
allein vorhanden wäre, erzeugen würde 

(b) q> = - *• A & 



4nr 9 4nr k 4 n r< 

so stellt dieses Potential einen Flüssigkeitsstrom dar, welcher die 
Grenzilächenbedingung an jeder Kugeloberfläche erfüllt, wenn wir 
von kleinen Gröfsen zweiter Ordnung absehen. 
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Wir werden deshalb diese Lösung in den Einzelheiten studieren, 
um so mehr, als wir dadurch die Hilfsmittel für die weitere Lösung 
der uns vorliegenden kinematischen Aufgaben finden werden. 

24. Zwei volumändernde Kugeln. — Sind nur zwei Kugeln g 
und h vorhanden, so reduciert sich die Lösung auf 

(a) <p - - ^ - A 



4nr 4 n r k 

Die solenoidale Darstellung des entsprechenden Stromfeldes kann 
durch eine einfache, bei der Aufzeichnung von elektrischen und 
magnetischen Feldern vielfach verwendete^ Konstruktion gefunden 
werden. Das Feld ist ein Umdrehungsfeld um die Verbindungslinie 
beider Kugelcentren. Man zeichnet mit dieser Linie als Achse die 
zwei Figuren, welche nach 20 die Stromkegel jeder einzelnen 
Kugel g und h darstellen. Diese Kegel werden einander in einem 
System von Kreisen schneiden, welche in der ebenen Zeichnung 
durch die Schnittpunkte der Geraden repräsentiert sind. Durch 
diese Kreise werden im Gesamtfelde Ströme fliefsen, welche der 
algebraischen Summe der Ströme der betreffenden beiden Kegel 
gleich sind. Man findet somit eine Reihe von Kreisen, durch welche 
ein bekannter Flufs geht, und durch Vereinigung derjenigen Kreise, die 
von gleichem Flusse durchsetzt werden, erhält man die gesuchten 
Stromröhren. Die entsprechende Konstruktion in der Meridianebene 
reduciert sich darauf dafs man die Kurven zieht, die diagonal durch 
die Parallelogramme passieren, in welche die ganze Ebene durch 
die einander superponierten Geraden der beiden Einzelfelder zer- 
legt wird. 

Auf diese Weise sind die Figuren 2 und 3 erhalten. Wie oben 
soll ein innerer voll ausgezogener und ein äufserer punktierter 
Kreis eine expandierende Kugel darstellen, während ein voll aus- 
gezogener äufserer und ein punktierter innerer Kreis eine kontra- 
hierende Kugel bedeuten soll. Die erste Figur entspricht also zwei 
sich ausdehnenden Kugeln, und wir haben 28 ' = $ h » 10 gesetzt 
Die zweite Figur entspricht einer expandierenden und einer kontra- 
hierenden Kugel, wo £ » — £ h = 10 gewählt ist 

Im ersten Falle zeigt die Figur, wie die radial von den Kugeln 
ausgehenden Ströme sich begegnen, gegeneinander umbiegen und 
ins Unendliche hinausströmen. Ersetzt man die expandierenden 
Kugeln durch gleichstark kontrahierende, so bleiben die Strom- 
linien unverändert, und nur die Bewegungsrichtung wird die ent- 

Bjbrkkbb, Vorlesungen. I. 8 
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gegengesetzte, so dafs der Flufs aus dem Unendlichen 'gegen die 
Kugeln gerichtet ist. Im zweiten Falle (Fig. 3) sieht man, wie der 
von der expandierenden Eugel ausgehende Strom von der kontra- 
hierenden Kugel eingezogen wird. Durch Änderung der Vorzeichen 
ändert sich wieder nur die Bewegungsrichtung, und die Kugeln 
tauschen ihre Bollen um, während der Verlauf der Stromkuryen un- 
verändert bleibt. 

Auf der Fig. 2 bemerkt man eine Stelle, wo sich die beiden 
Ströme neutralisieren. Die Stelle ist dadurch ausgezeichnet, dafs 
sich dort zwei Stromlinien schneiden. Wegen der Gleichheit von 





Fig. 2. 



Feld zweier expandierenden oder zweier mit gleicher Phase 

pulsierenden Kugeln. 



ß und ß h liegt dieser Punkt symmetrisch zwischen den beiden Kugeln. 
Haben aber £ und £ k beliebige Werte, so sind die Abstände r x und r % 
dieses neutralen Punktes von den Kugelcentren durch die Relation 



4 



r h 



gegeben, und zwar liegt diese Stelle zwischen den Kugeln, wenn $J g 
und Ü h gleiches Vorzeichen haben, und aufserhalb der Kugeln auf 
der Seite derjenigen Kugel, welche das numerisch kleinste $ hat, 
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wenn 2? und $J h entgegengesetztes Vorzeichen haben. Sind £ 
und ß h einander entgegengesetzt gleich, so rückt dieser Punkt ins 
unendlich Ferne hinaus. 

Mit der Kenntnis des von zwei volumändernden Kugeln her- 
rührenden Feldes wird man sich leicht über die allgemeine Natur 
des von mehreren solchen Engeln herrührenden Feldes orientieren 
können. Zwischen zwei Kugeln, welche beide sich ausdehnen oder 
beide sich zusammenziehen, wird das Feld die allgemeine Natur 
des Feldes Fig. 2 beibehalten, und zwischen einer expandierenden 
und einer kontrahierenden Kugel die allgemeine Natur des Feldes 




Fig. 3. Feld einer expandierenden und einer kontrahierenden Kugel, oder 
zweier mit entgegengesetzter Phase pulsierenden Kugeln. 

Fig. S. Nur werden sie wegen des Einflusses der anderen Kugeln 
etwas deformiert, so daJs sie meistens ihre Symmetrie verlieren. 



25. Synchron pulsierende Kugeln. — Man kann in der jetzt 
beschriebenen Weise ein Augenblicksbild des Flüssigkeitsstromes 
konstruieren. Verlaufen aber die Volumänderungen der einzelnen 
Kugeln nach voneinander unabhängigen Gesetzen, so wird das Strom- 
feld unaufhörliche Veränderungen erleiden. Betrachten wir bei- 
spielsweise zwei Volumändernde Kugeln. Wenn sie im Anfangs- 
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augenblicke beide in gleich starker Expansion begriffen sind, so 
wird das Stromfeld dasjenige der Fig. 2 sein. Nimmt nun die Ex- 
pansionsgeschwindigkeit der Kugel h ab, während diejenige der 
Kugel g unverändert bleibt oder zunimmt, so verändert sich das Feld 
so, dafs der neutrale Punkt gegen h hin verschoben wird. Geht 
die Expansion der Kugel h in Kontraktion über, so wird der neu- 
trale Punkt auf der anderen Seite von h auftreten, und zuletzt ins 
unendlich Ferne hinausrücken, wenn die Kontraktionsgeschwindig- 
keit der Kugel h der Expansionsgeschwindigkeit der Kugel g gleich 
wird. Wir haben dann das Feld der Fig. 3. Wir schliefsen also, 
dafs bei Volumänderungen der einzelnen Kugeln nach voneinander 
unabhängigen Gesetzen Felder aller möglichen Typen aufeinander 
folgen werden. Liegen Pulsationen der Kugeln mit kommensurablen 
Perioden vor, so werden im allgemeinen Felder aller Typen in 
periodischer Weise aufeinander folgen. 

Sind im besonderen sämtliche Volumausdehnungsgeschwindig- 
keiten proportional derselben Funktion der Zeit f(t), so werden wir 
die Pulsationen synchron nennen. In diesem Falle scheidet sich 
in 23 (b) die Funktion f{t) als gemeinschaftlicher Faktor aus. 
Ohne die Natur der Bewegung zu beschränken, können wir uns die 
Funktion f(t) so gewählt denken, dafs sie den quadratischen Mittel- 
wert Eins hat Die Volumausdehnungsgeschwindigkeit $J g läfst sich 
dann in der Form 

(a) Ä f - Ay.AO 

schreiben, wo t% die nach 22 (a) definierte Pulsationsintensität ist; 
und der Potentialausdruck kann 

geschrieben werden. Eine Äquipotentialfläche cp = const bleibt in 
diesem Falle immer eine Äquipotentialfläche, nur mit einem in 
der Zeit veränderlichen Werte der Konstanten. Das ganze Strom- 
feld bleibt dann sich selbst ähnlich, und wir können den Satz 
aufstellen: 

Im Falle synchroner Schwingungen hat man in der Flüssigkeit ein 
festes System von Stromkurven, längs deren die Flüssigkettspartikelehen 
hin- und h&rschwingen. 

In rein geometrischer Beziehung läfst sich dann die ganze 
Bewegung durch ein von der Zeit unabhängiges Potential darstellen: 



(c) 9 _ - 
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wo also £%, $£ . . . die nach 22 definierten Pulsationsintensitäten 
sind; and ebenso läfst sie sich durch eine einzige Zeichnung von 
Stromlinien und Solenoiden darstellen. 

Es ist besonders wichtig, auf die Vorzeichen der Pulsations- 
intensitäten zu achten. Nach der Regel 21 (B) sind die Vor- 
zeichen von i?J\ $1™, . . . gleich denjenigen von $1 und ß h zu einer 
gewählten Anfangszeit U Die Pulsationsintensitäten zweier Kugeln 
haben also gleiches Vorzeichen, wenn sie zu dieser Anfangszeit, und 
folglich zu jeder Zeit, beide expandierend oder beide kontrahierend 
sind. Dagegen haben sie entgegengesetztes Vorzeichen, wenn zur 
Anfangszeit, und folglich auch zu jeder Zeit, eine Eugel expandierend, 
und eine kontrahierend ist. Das gegenseitige Vorzeichen der Pulsa- 
tionsintensitäten ist deshalb eindeutig bestimmt. Dagegen beruht 
es auf der freien Wahl der Anfangszeit, welche der beiden wir 
positiv und welche wir negativ nennen werden. Wir können auch 
von gleichnamigen und ungleichnamigen Pulsationen reden, oder 
von gleich pulsierenden und entgegengesetzt pulsierenden Kugeln, 
oder schliesslich von Pulsationen gleicher oder entgegengetzter Phase. 
Wir merken uns also folgendes: 

Im Faüe gleichnamiger oder gleichphasiger Pulsationen haben die 
Pulsationsintensitäten gleiches Vorzeichen; im Faüe ungleichnamiger Pulsa- 
Uonen oder Pulsationen entgegengesetzter Phase haben die Pulsations- 
intensitäten entgegengesetztes Vorzeichen. 

Die Fig. 2 stellt das Feld zweier gleichpulsierenden, die Fig. 3 
das Feld zweier entgegengesetzt pulsierenden Kugeln dar. Der 
Vektorflufs wird in diesem Falle als der nach 21(6) mit Vor- 
zeichen versehene quadratische Mittelwert des wirklichen Vektor- 
flusses zu definieren sein. 

28. Entgegengesetzt volumänderades Kugelpaar. — Wir betrachten 
im besonderen zwei volumändernde Kugeln g und h, welche unend- 
lich klein höherer Ordnung sind, und welche einander deshalb un- 
endlich nah sein können, während noch die Formel 23 (b) mit der 
verlangten Annäherung gültig bleibt Die Volumausdehnungsge- 
schwindigkeiten $J und iJ h sollen einander entgegengesetzt gleich 
sein und aufserdem grofse Werte haben, so dafs das Produkt aus 
dieser Grofse und dem gegenseitigen Abstand r h der Kugeln 
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konstant bleibt Bemerken wir, dafs r h auf den Achsen die Pro- 
jektionen a h — a , b h — b 9 e h — o hat, so finden wir, dafs S eine 
Vektorgröfse ist mit den Komponenten 

(«4) # - £(a h -a g ), Ö a &{b h - 6,), £ - £(c h - ^). 
Das Potential des Kugelpaares wird zunächst in der Form 
(b) ^ Ä _^___&_ » _*( l _ * ) 

geschrieben werden können. Jetzt ist aber die Funktion — aus — 
dadurch entstanden, dafs die Variablen a. b.c durch die sehr 

' 9' 9 7 9 

nahe liegenden Gröfsen c^, b h , ^ ersetzt worden sind. Unter Ver- 
nachlässigung von Gröfsen höherer Ordnung können wir deshalb 
nach Taylob's Theorem 

- - 7, + ^- a ^ + (^^ + (^ ö fe 

schreiben. Durch Einsetzen in den Potentialausdruck (b) und Be- 
nutzung von (a^) wird also, indem wir jetzt alle Indices weglassen, 

(Cl ) <p - _{^* JL_+ tf * * +£»*). 

xn ' y l da 4nr db 4nr de 4nr } 

Wenn wir die Differentiation ausfähren, so ergiebt sich explicite 

, n x „ ^(* - g) + d(y - 6) + ß(% - a) 
(^) V j^5 • 

Bezeichnen wir durch «^c, 8,y, sjc die Winkel, welche S mit 
den Koordinatenachsen bildet, so werden 

& « Äcosä^b, Ö = Sco8s,y, ä = Äcoss,*. 

Diese Werte setzen wir in (c^) ein, und erinnern uns gleichzeitig, dafe 

x — a y — 6 * — e 

= cosryc, - = cosr,y, == cosr,* 

die Richtungskosinus des Radiusvektors sind. Wenn dann 6 den 
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Winkel zwischen den Richtungen des Vektors S und des Radius- 
vektors r bedeutet, so ist 

cos = cos sp cos fyc + cos s,y cos r,y + cos s,z cos rjx, , 

und (c a ) nimmt die Form an 

, x $ cos 

W) <P - -T^i"- 

Die hier eingeführte Vektorgröfse S ^nit den Komponenten 
i^ Ö, #, welche als Repräsentant für die Wirkung des pulsierenden 
Kugelpaares in der umgebenden Flüssigkeit auftritt, werden wir das 
Aktionsmoment oder genauer das kinematische Aktions- 
moment des Kugelpaares nennen. Die Definition dieser Grölse 
lautet also: 

Dos kinematische Aktionsmoment eines Kugelpaares mit entgegen- 
gesetzt gleichen Volumatisdehnungsgeschunndigkeiten ist das Produkt der 
Volumausdehnvngsgeschwindigkeit der expandierenden Kugel in den von 
der kontrahierenden nach der eapandierenden Kugel gerichteten Oentrat- 
abstand der Kugeln. 

Sind die Kugeln synchron pulsierend, so wird das Aktions- 
moment eine periodische Funktion der Zeit mit dem Mittelwerte 
NulL Wir können dann das mittlere Aktionsmoment £ definieren 

VI 

als eine Vektorgröfse, deren Komponenten P m9 Ö M> A m die nach 
21 bestimmten, mit Vorzeichen versehenen quadratischen Mittel- 
werte von fl, Ö, ä sind. Wie man unmittelbar sieht, stimmt diese 
Definition auch mit der folgenden überein: 

Das mittlere Aktionsmoment eines pulsierenden Kugelpaares ist das 
Produkt der Pulsationsintensität der positiven Kugel in den von der 
negativen zu der positiven Kugel gerichteten Oentralabstand der Kugeln. 

27. Differentiation nach einer Achse. — Die Formel (c^) des 
vorhergehenden Paragraphen zeigt, dafs man von dem Potential 
der volumändernden Kugel, welches dem reciproken Abstandsaus- 
drucke proportional ist, zu dem Potential eines volumändernden 
Kugelpaares durch einen Differentiationsprozefs kommt Für diese 
Differentiation werden wir eine bekannte abgekürzte Bezeichnung 
einführen. Wir werden 

(a) cosjy^cy^ + cos 9&-jjj + cos s,z-^ = jj * s-*n»+*A **£, 



40 ZWEITER TEIL. ERSTER ABSCHNITT. 

schreiben, und diese Operation eine Differentiation nach der Achse s 
nennen. Mit dieser Bezeichnung läfst sich das Potential 28 (c a ) des 
volumändernden Eugelpaares in der Form 

(b) w = -ä* — 

schreiben. 

Der Differentiation nach einer Achse kann man sich ganz 
allgemein bedienen, um aus einer bekannten Lösung der Laplace'- 
schen Gleichung eine neue abzuleiten, genau wie wir aus dem 
Potential der yolumändernden Kugel dasjenige des volumändernden 
Kugelpaares gebildet haben. 

Die gegebene Lösung habe die Form 

(c) (p(x — a, y — b, % — c). 
Ganz allgemein haben wir dann 

iiv d <p d <p o <p d <p d <p d <p 

W Fi dx' ~db "~ ~d~y' de "" "" Jx ' 

Differentiieren wir die LAPLACE'sche Gleichung V*y = nach einer 
Koordinate x und tauschen nachher die Differentiationsordnung um, 
so ergiebt sich 

(e) yiJl = 0. 

Also wenn cp eine Lösung der LAPLACE'schen Gleichung ist, so giebt 
die Ableitung von q> nach einer Koordinate auch eine Lösung, 
und wenn q> die Form (c) hat, werden nach (d) auch die Ableitungen 
nach den Parametern a, 6, c diese Eigenschaft haben. 

Wegen der linearen Natur der LAPLACE'schen Gleichung können 
wir nachher aus den durch Differentiation gebildeten Lösungen in 
linearer Weise neue Lösungen bilden. Von der Lösung tp aus- 
gehend, können wir deshalb sofort als neue Lösung 

( f) * _ ,, £ + *}j + £ 

aufstellen. Drücken wir schließlich A, B, C durch die drei Kosinus 
cos s,x, cos s,y, cos sjc und den Proportionalitätsfaktor S aus, und 
benutzen die Bezeichnung (a), so ergiebt sich 
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Durch Differentiation der Lösung <p nach der Achse 8 und Multi- 
plikation mit dem konstanten Faktor S hat sich die neue Lösung t// 
ergeben. Durch eine neue Operation derselben Natur werden wir 
aus \p die neue Lösung x> und durch Wiederholung solcher Opera- 
tionen eine beliebige Anzahl von neuen Lösungen erhalten können. 

28. Räumliche Kugelfonktionen negativen Grades. — Nimmt 
man bei diesem Differentiationsprozefs als Ausgangsfunktion den 
reciproken Abstandsausdruck, oder noch besser die Funktion 

(a) 



4nr ' 



die das Potential einer volumändernden Kugel mit der Volumaus- 
dehnungsgeschwindigkeit Eins ist, so kann man sich eine physika- 
lische Anschauung der Resultate der successiven axialen Differentia- 
tionen bilden. Durch die erste axiale Differentiation geht man von 
dem Potential einer volumändernden Kugel zu dem Potential eines 
volumändernden Kugelpaares über, dessen Kugeln einander unend- 
lich nahe gerückt sind. Durch die nächste Differentiation geht man 
von dem Potential eines volumändernden Kugelpaares zu dem 
Potential zweier einander unendlich nahe gerückten Kugelpaare über, 
und so weiter. 

Führt man die Differentiationen explicite aus, so findet man 
nach n Differentiationen einen Ausdruck, welcher aus einem homo- 
genen Polynom n im Grades in x — a } y — 6, z— o, multipliciert 
mit r-C 2 ** 1 ) besteht. Der ganze Ausdruck wird also homogen 
vom — (n + l) 4 " Grade in den Variablen « — a, # — b y z — c 
Nach der von Lord Kelvin und Tait eingeführten Terminologie 
werden wir eine beliebige Funktion, welche homogen n* 811 Grades 
ist, und welche die LAPLACE'sche Gleichung befriedigt, eine räum- 
liche Kugelfunktion vom n** Grade nennen. 

Durch n axiale Differentiationen des Ausdruckes (a) und Multi- 
plikation mit einer beliebigen Konstanten kommt man also zu einer 
räumlichen Kugelfunktion vom — (n + 1)**" Grade: 



(n + l) d* t ds % . . . Ö8 U 4nr 

Durch jede axiale Differentiation werden zwei voneinander unab- 
hängige Konstanten eingeführt, so dafs die gefundene räumliche 
Kugelfunktion im allgemeinsten Falle 2 n + 1 wesentliche Kon- 
stanten enthält. 
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Die gefundenen räumlichen Kugelfunktionen negativen Grades 
haben im Feldcentrum o, b, c eine singulare Stelle oder einen Pol, 
und können deshalb auch als polare Kugelfunktionen bezeichnet 
werden. 

29. Das Feld des volumändernden Kugelpaares. — Zur Unter- 
suchung des Stromfeldes eines volumändernden Kugelpaares oder 
des Vektorfeldes einer räumlichen Kugelfunktion vom — 2 tan Grade 
gehen wir am zweckmäfsigsten von dem in Polarkoordinaten auf- 
geschriebenen Potentialausdruck 26 (c 8 ) aus. Die Vektorkomponenten 
längs der Radien vektoren und längs der Meridiankreise werden: 

dq> _ q$co8 

dr ~~ 4nr* 

d <p _ S sin d 
VSd ~~ 4nr* ' 

Auf einer Kugelfläche ist also die Radialgeschwindigkeit nach einem 
Kosinusgesetz, die Meridiangeschwindigkeit nach einem Sinusgesetz 
verteilt. 

Der allgemeine Verlauf der Stromlinien läfst sich nach der 
Fig. 3 beurteilen, wenn wir die beiden pulsierenden Kugeln unendlich 
nahe gegeneinander rücken lassen. Doch wird bei diesem Grenz- 
übergange die angegebene Konstruktion des Feldes illusorisch. Aus 
dem Ausdruck der Vektorkomponenten bildet man aber leicht die 
Gleichung der Vektorkurven. Die Differentialgleichungen 2 (a) der- 
selben nehmen in Polarkoordinaten die Form 

dr rdd 



(b) djp d tp 

dr r~dd 

an. Durch Einsetzen von (a) und Integration ergiebt sich 

(b') r = £-sin*0. 

Die Kurven, die man bei verschiedenen K erhält, sind alle 
untereinander ähnlich, mit dem Punkt r = als Ahnlichkeitscentrum. 
Ist deshalb eine Kurve konstruiert, so findet man sämtliche andere 
durch proportionale Verlängerung sämtlicher Vektorradien. Beliebig 
viele Punkte einer Kurve, welche einem gegebenen Werte von K 
entspricht, erhält man durch die Konstruktion der Fig. 4. Man 
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zeichnet einen Kreis mit dem Radius 01= 0A=* K. Ist X OA 
der gewählte Winkel 0, so findet man durch Projektion von OA 
auf die F- Achse die Länge OB=*K sind, und durch Projektion 
dieser Länge auf O A zurück die gesuchte Länge 0= K sin 8 6. 
G ist also der gesuchte 
Kurvenpunkt Durch Um- 
kehrung dieser Konstruktion 
kann man, wenn ein beliebiger 
Punkt der Kurve gegeben 
ist, den entsprechenden Para- 
meter K dieser Kurve finden. 

Zeichnet man das ganze 
System von Kurven, welche 
der in Fig. 4 ausgezogenen 
Kurve ähnlich sind, so er- 
hält man das Bild eines 
Stromes, welcher von der 
expandierenden Kugel ausgeht und von der kontrahierenden Kugel 
eingezogen wird. 

Sind die beiden Kugeln entgegengesetzt pulsierend, so werden 
die Flüssigkeitspartikelchen längs Elementen dieser Kurven hin und 
her oscillieren. 




Fig. 4. 



Zweiter Abschnitt 

Eine translatorisch bewegte Kugel mit konstantem oder 

mit veränderlichem Volumen. 



30. Die translatoriach bewegte Kugel. — Kehren wir wieder zu 
dem einfachen Fall zurück, dafs nur eine einzige Kugel in der 
Flüssigkeit vorhanden ist Jetzt soll der Radius d unveränderlich 
sein, während das Gentrum a, b, o der Kugel mit der Geschwindig- 
keit ä fortschreitet, deren Komponenten d, b, 6 sind. 

Die einfache Translationsbewegung innerhalb der Kugel ist eine 
sowohl solenoidale als potentielle Bewegung, welche durch das 
Potential 

(a,) = d{x-a) + b{y-b) + 6{z-c) 
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dargestellt werden kann; oder in Polarkoordinaten 

(a>) * = arcosÖ, 

wo der Winkel zwischen dem Radiusvektor r und der Geschwindig- 
keit 4 ist Die radiale Geschwindigkeit an der Oberfläche der 
Kugel wird 

80 



dr 



=* $ cos 6 ; 



die daran solenoidal anschließende Bewegung im äufseren Baume 
soll nun gesucht werden. 

Diese Radialgeschwindigkeit ist auf der Oberfläche der Kugel 
nach einem Kosinusgesetz verteilt. Dieselbe Verteilung über eine 
Kugelfläche hatte die Geschwindigkeit in dem von einem volum- 
ändernden Kugelpaar erzeugten Feld, wo nach 29 (a) 



d q> _ oleosa 
dr 4 n r* 



war. Dieses Feld wird also an der Oberfläche der Kugel, das heilst 
flir r = d, die verlangte Radialgeschwindigkeit £ cos haben, wenn wir 

(b x ) S = 2nd*.ä 

setzen. Führen wir also diesen Wert des kinematischen Aktions- 
momentes in den Potentialausdruck des volumändernden Kugelpaares 
ein, so erhalten wir das Potential der translatorisch bewegten KugeL 
Das Aktionsmoment S des äquivalenten Kugelpaares werden 
wir auch das Aktionsmoment der translatorisch bewegten Kugel 
nennen. Führen wir nach 19 (a) das Volumen E anstatt des 
Radius d der Kugel ein, so erhalten wir als einfachere Definition 
dieser Gröfse 

(b 2 ) S = $*E. 

Bemerken wir schliefslich, dafs ä eine Vektorgröfse ist mit den 
Komponenten d, b, 6, so erhalten wir als Ausdruck der Komponenten 
des Aktionsmomentes 

(bs) & = i dE > & = ii>E, Ü = \6E. 

Also: 

Das kinematische Jktionsmoment der fortschreitenden Kugel ist das 
Produkt der mit | mulHplioiertm Geschwindigkeit der Kugel in ihr Volumen. 



1 
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Nachdem somit das Aktionsmoment definiert ist, sowohl für 
eine fortschreitende Kugel, als für ein volumänderndes Kugelpaar, 
können wir den folgenden Satz aufstellen: 

Eine fortschreitende Kugel und ein volumändemdes Kitgelpaar er- 
zeugen dasselbe Feld in der umgebenden Flüssigkeit, wenn sie dasselbe 
kinematische Aktionsmoment haben. 

Das Potential der Bewegung außerhalb der fortschreitenden 
Kugel können wir deshalb je nach Belieben in einer der Formen 
2Q(°i)i (°i)' (°s) °d er 27 (b) schreiben. Setzen wir im ersten dieser 
Ausdrücke die Werte der Komponenten fl, Ö, fi des Aktions- 
momentes ein, so wie dieselben aus der Formel (b x ) hervorgehen, 
so ergiebt sich 

was der Form (a 1 ) des Potentiales im inneren Räume entspricht. Die 
Substitution von (bj) in 27 (b) giebt 

(c,) (p = -±**cos0, 

was (a,) entspricht. 

31. Die Geschwindigkeitsverteilung im Felde der fortschreiten- 
den KugeL — Aus den Potentialen 30 (a,) und 30 (c 2 ) bilden wir 
die Geschwindigkeitskomponenten in radialer Richtung und tangentiell 
zu den Meridiankreisen. Die Translationsbewegung im inneren 
Räume wird dann durch die Geschwindigkeitskomponenten 

(a) -3— « Jcosd, —st = — 6sw0 

K ' dr 7 ro 

dargestellt Im äufseren Räume erhält man entsprechend die Ge- 
schwindigkeitskomponenten : 

(b) }j ■.,*«■*, i^L-^^rinö, 

welche sich an der Oberfläche der Kugel, das heifst für r = d, 
auf die Werte 

reducieren. 
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Die Verteilung der Geschwindigkeitskomponenten (a) im inneren 
Baume längs eines beliebigen Meridiankreises sieht man aus der 
Figur 5 a, wo die Komponenten punktiert, die Resultanten voll 
ausgezogen sind. Die radiale Komponente der Geschwindigkeit 
ist nach einem Kosinusgesetz verteilt, die tangentiale Komponente 
nach einem Sinusgesetz , und zwar negativ, so dafis sie längs des 
ganzen Meridiankreises von dem negativen, hinteren Pole der Kugel 
gegen den positiven, vorderen Pol gerichtet ist Diese Verteilung 
der Geschwindigkeiten im inneren Räume ist von Kugelfläche zu 
Kugelfläche unverändert und wird also im besonderen auch auf der 
Grenzfläche der Kugel durch die Figur 5 a dargestellt 

Die Geschwindigkeitsverteilung in derjenigen Flüssigkeitsschicht» 
welche mit der Kugel in Berührung ist, wird durch die Formeln (V) 
und die Figur 5 b dargestellt Wenn man von der Kugel zu der 




Fig. 5. Erste Darstellung der Geschwindigkeit an der Oberfläche der 

fortschreitenden Kugel. 

anliegenden Flüssigkeitsschicht übergeht, so bleibt die radiale Kom- 
ponente unverändert erhalten, und der Unterschied reduciert sich 
darauf, dals die tangentielle Komponente mit dem entgegengesetzten 
Vorzeichen und der halben Intensität auftritt Dieselbe Geschwindig- 
keitsverteilung findet man auf allen konzentrischen Kugelflächen in 
der Flüssigkeit wieder, nur, dafs die Intensität proportional dem 
reciproken Kubus des Absüuides vom Kugelcentrum abnimmt 

Die Resultantgeschwingigkeit im inneren Räume ist überall 
konstant an Richtung und Gröfse. In der Flüssigkeit hat sie in 
der polaren Achse dieselbe Richtung, wie die Geschwindigkeit der 
Kugel Mit zunehmendem Werte von weicht sie mehr und mehr 
von dieser Richtung ab. Die Geschwindigkeit in der Flüssigkeit wird 
im besonderen auf derjenigen der Kugel senkrecht, wenn die Kom- 
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ponenten (b) entgegengesetzt gleiche Projektionen auf der Richtung £ 
erhalten. Wie man sich leicht überzeugt* tritt dieses für denjenigen 
Wert von 6 ein, welchef die Gleichung 

(c) Jcos*0-| = 

erfüllt, das heilst auf dem Kegel 

(cO cosö = -7=, 

oder 

(c") tgÖ = )^. 

Diese letztere Gleichung giebt eine zweckmäfsige Konstruktion 
des Winkels 0, welcher zwischen 54° und 55° liegt Für noch 
gröfsere Werte von bildet die Geschwindigkeit der Flüssigkeit 
stumpfe Winkel mit derjenigen der Kugel, und ist ihr in der 
Äquatorebene genau entgegengesetzt gerichtet Wenn weiter 
wächst, dreht sich die Geschwindigkeit in der Flüssigkeit weiter, 
passiert durch die senkrechte Lage, wenn den durch (c), (cT) oder 
(c") bestimmten Wert hat, nur mit den negativen Vorzeichen der 
Quadratwurzel, und wird schlie&lich für = n wieder der Ge- 
schwindigkeit der Kugel gleichgerichtet 

An der Oberfläche reduciert sich die relative Geschwindigkeit 
eines Kugelpunktes in Bezug auf den anliegenden Flüssigkeitspunkt 
auf die rein tangentielle Gleitungsgeschwindigkeit 

(d) - f*sin 0. 

Wegen des Bückflusses der umgebenden Flüssigkeit ist diese 
Gleitungsgeschwindigkeit gröfser als die Meridiankomponente (a) der 
absoluten Geschwindigkeit h der Kugel. Man kann sie sich als die 
Tangentialkomponente einer Geschwindigkeit 

(e) }* 

denken, welche die aktuelle Geschwindigkeit & der Kugel um den 
Faktor | übertrifft 

32. Andere Auflösung der Geschwindigkeit. — Wenn wir recht- 
winklige Koordinaten benutzen, sind die Potentiale der inneren und 
der äufseren Bewegung nach 30 (a 1 ) und (Cj): 

= d(x-a) + b{y — b) + d{z-c) 

( a ) 

9 Ä - i£ {*(* - a) + fcfo - ä) + d(* - o)}. 
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Das Potential tp enthält die Koordinaten x, y, % teils explicite, 
teils implicite in r. Bilden wir deshalb die rechtwinkligen Ge- 
schwindigkeitskomponenten in der Weise, dafs wir erst in Bezng 
auf die in r implicite enthaltenen x, y, z und dann in Bezng auf 
die explicite auftretenden *, y 9 % differentiieren, so entstehen folgende 
binomische Ausdrücke, in denen die unvollständigen Differentiationen 
durch S bezeichnet sind: 

d <p __ d q> dr . d<p 
d x ~~ dr dx dx 

(h\ gy __ dtp dr dtp 

w dy "" dr dy^ Sy 

d <p dtp dr d<p 

dx dr dx dx' 

Die Geschwindigkeit zerlegt sich also in zwei Partialgeschwindig- 
keiten. Die * erste derselben hat Komponenten proportional den 
partiellen Abfeirangen von r, welche die Eichtungskosinus des ßadius- 
vektor darstellen. Diese Partialgeschwindigkeit ist also rein radial, 
und hat den absoluten Wert 

(c) £=i*{d(x-a) + b{y-b)+6{z-c)}, 

oder, wenn wir zu Polarkoordinaten zurückkehren, 

(C) ^ = ***cos0, 

welches das f fache der eigentlichen Radialkomponente 31 (b) ist 
Auf der Oberfläche der Kugel hat diese radiale Geschwindigkeits- 
komponente den Wert 

(o (55),., - ** c080 - 

Für die zweite Partialgeschwindigkeit findet man explicite die 
rechtwinkligen Komponenten 

Dieses stellt eine Geschwindigkeit dar, welche überall in der Flüssig- 
keit gleiche Richtung hat, nämlich die der Geschwindigkeit dej 
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Kugel entgegengesetzte Richtung. Die Resultante dieser Partial- 
geschwindigkeit kann also 

(*) -**« 

geschrieben werden. Auf der Oberfläche der Kugel hat sie den Wert 

(d") -**. 

Die Formeln (c') und (d') stellen eine Auflösung der Geschwindig- 
keit der Flüssigkeit dar, in zwei zu einander nicht rechtwinklige 
Komponenten: eine längs des Radiusvektor, und eine längs der Fort- 
schreitungBrichtung der Kugel. Diese Geschwindigkeit stellen wir mit 
der translatorischen im Inneren der Kugel zusammen. Fig. 6 a zeigt 
die Verteilung der letzteren auf einer Kugelfläche, beispielsweise 





a b 

Fig. 6. Zweite Darstellung der Geschwindigkeit an der Oberfläche der 

fortschreitenden KugeL 

der Oberfläche 'der Kugel; und Fig. 6b stellt die Geschwindigkeit 
(c"), (d") der anliegenden Flüssigkeitsschicht dar. Der Übergang 
besteht darin, dafs die translatorische Geschwindigkeit ä durch eine 
halb so grofse und entgegengesetzte Geschwindigkeit (d") ersetzt 
wird, und gleichzeitig eine Radialgeschwindigkeit (c") hinzugefügt 
wird. Auf den folgenden, konzentrischen Kugelflächen in der Flüssig- 
keit bleibt die Geschwindigkeitsverteilung immer dieselbe (Fig. 6 b), 
nur, dafs wieder die Intensität proportional dem reciproken Kubus 
der Entfernung abnimmt 

Die Geschwindigkeit der Kugel relativ zu dem Rückflufs (d") 
der anliegenden Flüssigkeitsschicht wird wieder die mit f multipli- 
zierte aktuelle Geschwindigkeit 6 der Kugel eine Geschwindigkeit, 
deren Tangentialkomponente die Gleitungsgesch windigkeit 31 (d) an 

Bjnuona, Vorlesungen. L 4 
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der Kugeloberfläche giebt, und deren Normalkomponente die radiale 
Partialgeschwindigkeit (c") ist 



33. Aktionsgeschwindigkeit und kinematisches Aktionsmoment 

— Diese Überlegungen zeigen die eigentümliche Bedeutung der 
Geschwindigkeit f §, einer Geschwindigkeit, welche die Kugel ge- 
wissermafsen relativ zur umgebenden rückwärts getriebenen Flüssig- 
keit hat Die rechtwinkligen Komponenten dieser Geschwindig- 
keit seien 

(a) f ~ -M, § = \h, h - \6. 

Die Bedeutung dieser Geschwindigkeit ist schon in anderer Weise 
hervorgetreten, denn das Produkt dieser Geschwindigkeit in das 
Volumen der Kugel bildet das kinematische Aktionsmoment der 
Kugel. Nach 30 (b 8 ) wird nämlich 

(b) P = fE 9 6 -* §E, Ü = hE. 

Wir werden deshalb diese Geschwindigkeit £4 oder /, $, h, welche 
den auf jede Volumeinheit der Kugel kommenden Betrag des Aktions- 
momentes darstellt, als die Aktionsgeschwindiff keit der Kugel be- 
zeichnen. Wir können also die folgenden Definitionen aufstellen: 

(A) Die Aktionsgesckwindigkeü der in ursprünglich ruhender Flüssig- 
keit fortschreitenden Kugel ist die mit dem Faktor | mulüplioierte aktuelle 
Geschwindigkeit der Kugel. 

(B) Das kinematische Äktionsmoment der Kugel ist das Produkt 
der Aktionsgeschwindigkeit in das Volumen der Kugel. 

34. Solenoidale Darstellung des Feldes der fortschreitenden 
Kugel. — Sowohl das Translationsfeld innerhalb der Kugel, als das 
anschliefsende Feld in der Flüssigkeit ist gleichzeitig solenoidal und 
potentiell. An der Grenzfläche wird aber nur die solenoidale und 
nicht die potentielle Grenzflächenbedingung erfüllt Das Gesamtfeld 
wird also ein Solenoidalfeld, nicht aber ein Potentialfeld. Die Grenz- 
fläche bildet eine Diskontinuitätsfläche der Potentiale ; die Tangential- 
komponente erleidet, wie wir gesehen haben, eine plötzliche Ver- 
änderung, so dafs die Grenzfläche eine Gleitungsfläche oder Wirbel- 
fläche bildet Stellen wir deshalb beide Einzelfelder graphisch durch 
Lamellen dar (6), so werden sich dieselben nicht kontinuierlich 
durch die Grenzfläche hindurch fortsetzen. Dagegen werden die 
Solenoide (5) der beiden Felder kontinuierlich ineinander übergehen, 
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nur mit einer plötzlichen Richtungsveränderung an der Grenz- 
fläche. 

Im Inneren der Engel ist der ganze Vektorflufs dnrch einen 
Kreis in der Äquatorialebene mit dem Radius r. 



(a) 



F m nr*ä, 



oder, wenn wir nach 30 (b x ) die Geschwindigkeit 6 durch das 
Aktionsmoment & ersetzen, 

(a') ~ * 



JP« 



2d» 



r 1 . 




Fig. 7. Feld der fortschreitenden oder der oscillierenden Kugel. 

Der Radius einer cylindrischen Röhre, welche den Vektorflufs F 
führt wird also 



0») 



- d ]/ 



2Fd 



In Fig. 7 ist der Radius d der Engel gleich 1 gesetzt und das 
Aktionsmoment gleich 12. Der totale Vektorflufe F durch die 
Äquatorebene der Engel wird dann nach (a') gleich 6, so dafs das 
ganze Feld durch sechs Vektorröhren darzustellen ist Die Radien 
dieser Röhren im Inneren der Eugel findet man nach (b). Die 
Geraden innerhalb der Eugel in der Figur 7 sind Vektorlinien, 
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welche die Schnittlinien der koaxialen, einander umschliefsenden 
Röhrenmäntel mit einer Meridianebene bilden. 

Die Fortsetzung dieser Vektorlinien ausserhalb der Eugel findet 
man mit Hilfe der Eonstraktion der Figur 4. Der Schnittpunkt 
der Geraden mit der Eugel ist ein Punkt auf der Vektorkurve; 
man konstruiert durch zwei Projektionen den Parameter K dieser 
Eurve, und nachher beliebig viele Punkte. Die Parameter K kann 
man übrigens auch leicht durch Integration des Vektorflusses durch 
die verlängerte Aquatorialebene der Eugel erhalten. Man findet, 
dafs die Parameter der nacheinander folgenden Kurven sich wie 
die Zahlen 

*> j» T' T> ' * • ~^> ' * • 

verhalten. Ist eine Eurve konstruiert, so kann man die übrigen 
durch proportionale Verlängerung aller Vektorradien finden. 

Dreht sich die so konstruierte Figur um die horizontale Sym- 
metrieachse, so werden die sechs koaxialen in sich zurücklaufenden 
Stromröhren erzeugt. Wählt man immer kleinere Einheiten des 
Vektorflusses, so erhält man immer kleinere Vektorröhren und ge- 
langt zuletzt zu der solenoidalen Darstellung des Feldes. 

Im Falle eines andauernden Fortschreitens der Eugel wird 
das System der Solenoide die Bewegung der Eugel mitmachen. Der 
durch die Solenoide beschriebene Bewegungsgegenstand pflanzt sich 
dann durch die Flüssigkeit fort, und es sind immer wechselnde 
Flüssigkeitsmassen, welche die Solenoide füllen. Oscilliert aber die 
Eugel gradlinig mit hinlänglich kleinen Amplituten, so sind es 
immer dieselben Flüssigkeitsmassen, welche in einem festliegenden 
System von Stromröhren hin und her oscillieren. 

35. Gleichzeitig volumändernde und fortschreitende Kugel. — 
Betrachten wir jetzt den Fall, dafs .die Eugel gleichzeitig die trans- 
latorische und die volumändernde Bewegung hat» und drücken wir 
nach 17 (b) die Bewegung durch die vier Parameter a, b, c, d aus, 
so hat die Eugel die vier Geschwindigkeitskomponenten d, b, d, d. 

Die Bewegung im Inneren der Eugel wird dann durch ein 
Potential dargestellt, welches durch Superposition der Potentiale 18 (a) 
und 30 (a 1 ) entsteht Also: 

(a) <I> = \^d + d{x - a) + b(y - b) + ö(x - e). 

Die solenoidal anschließende Bewegung im äufseren Baume 
finden wir ebenfalls durch Superposition. Denn wegen der linearen 
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Natur der LAPLAGE'schen Gleichung wird die Superposition von zwei 
Lösungen dieser Gleichung eine neue Lösung derselben geben, und 
wegen der linearen Natur der Grenzflächenbedingung werden zwei 
Lösungen, welche die verlangte normale Partialgeschwindigkeittji an 
der Grenzfläche geben, durch Superposition die verlangte normale 
Gesamtgeschwindigkeit geben. Das Potential der Bewegung im 
äufseren Baume erhalten wir also durch Superposition der Poten- 
tiale 18 (c) und 30 (Cj) in der Form 

(b) <p - — -J-rf - i-J- {<!(« — a) + &(y-») + d(*-c)} . 

Man kann diese Potentialausdrücke in sehr knapper Form als 
totale Ableitungen der Zeit schreiben. Bemerkt man nämlich, dafs 
die nach 17(d) in r enthaltenen a, b, c und ebenso d Funktionen 
der Zeit sind, so findet man 1 

v } 2 dt d 

/"k'\ ~ d d d* 

(b) 9 Td7T ' 

Das Potential tp des äufseren Feldes in der Umgebung der 
gleichzeitig volumändernden und fortschreitenden Eugel ist hier 
durch die vier Geschwindigkeitskomponenten d, b, 6, d ausgedrückt 
Wie in den vorhergehenden speziellen Fällen können wir auch die 
neuen Parameter 

( c ) <>, /, §, k 

einführen, wo 6 die spezifische Ausdehnungsgeschwindigkeit 19 (c), 
f 9 <j 9 h die Aktionsgeschwindigkeit 33 (a) der fortschreitenden Eugel 
ist Oder wir können als Parameter die Produkte 

(d) £, fi, Ö, 6 

der Gröfsen (6) in das Volumen E der Eugel einführen, wo ß die 
totale Ausdehnungsgeschwindigkeit 19 (b), J^, Ö, 6 die Komponenten 
des kinematischen Aktionsmomentes 30 (b a ) der Eugel sind. Im 
letzteren Falle wird der Ausdruck des Potentiales 

f . „ £ P(x-a) + Ö (y-b) +Ü(x-e) 
W * ~ ~4^ 4^ • 

1 C. A. Bjebkkes, Om de indre Tilstande i et inkompressibelt ubegrsendset 
Fluidum, hvori en Kugle bevseger sig, idet den forandrer Volum, § 1. Viden- 
ekabeeelskabete Forhandlinger, Christiania 1863. 
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Das letzte Glied dieses Ausdruckes ist gleichzeitig das Potential 
zweier kleiner Kugeln mit entgegengesetzt gleichen Volumänderungs- 
geschwindigkeiten. Das Gesamtpotential kann deshalb auch als das 
Potential zweier Kugeln, welche ungleiche Volumänderungsgeschwin- 
digkeiten haben, aufgefafst werden, so dafs E der überschufs an 
Expansionsgeschwindigkeit der einen Kugel über die Kontraktions- 
geschwindigkeit der anderen ist. 

36. Das Feld der gleichzeitig fortschreitenden und volum- 
ändernden Kugel. — Betrachten wir das äufsere und das innere 
Feld gleichzeitig, so werden sie zusammengenommen weder ein 
potentielles noch ein solenoidales Gesamtfeld darstellen. Denn das 
äufsere Feld ist allerdings sowohl potentiell, als solenoidal, das 
innere dagegen ist nur potentiell und nicht solenoidal, und an der 
Grenzfläche wird nur die solenoidale und nicht die potentielle Grenz- 
flächenbedingung erfüllt Es liegen mit anderen Worten zwei po- 
tentielle Partialf eider vor, von denen das eine zugleich solenoidal 
ist, und welche durch eine Gleitungs- oder Wirbelschicht vonein- 
ander getrennt sind. 

Befassen wir uns nur mit dem äufseren Stromfelde, so ist das- 
selbe wieder am leichtesten zu untersuchen, wenn wir Polarkoordi- 
naten einführen. Das Potential nimmt dann die Form 

q> = a — * ~r $ cos == — - — r 

an. Das Feld ist um die Fortschreitungsrichtung der Kugel als 
Achse symmetrisch. Die Stromlinien liegen in den durch diese 
Achse gehenden Meridianebenen, und das Feld läfst sich durch eine 
Zeichnung in einer solchen Meridianebene vollständig darstellen. 

Zu der solenoidalen Darstellung des Feldes durch eine solche 
Zeichnung kommt man mit Hilfe der schon mehrmals benutzten 
Superpositionskonstruktion, indem man die Kurven außerhalb der 
Kugeln der Figuren 1 und 7 aufeinander legi In dieser Weise 
ist die Fig. 8 erhalten. Wenn die Kugel unter Expansion fort- 
schreitet, so werden die beiden Ströme einander vor der Kugel 
verstärken, und hinter derselben schwächen, und zwar so, dafs auf der 
Symmetrieachse des Feldes ein neutraler Punkt vorkommt, wo die 
Geschwindigkeit Null ist Die Geschwindigkeit auf dieser Achse 
ist nämlich 

4nr* + 4nr 8 ' 



EINE TRANSLATORISCH BEWEGTE KUGEL. 



55 



so da& der neutrale Punkt im Abstände 



-- 2 i-- 



8 
1 



hinter der Kugel liegt Die durch diesen Punkt passierende Strom- 
linie ist in der Fig. 8 punktiert Ist ä kleiner als d, so wird dieser 
Punkt der virtuellen Fortsetzung des äufseren Feldes im Inneren 
der Kugel angehören. Im unendlich Fernen laufen die Stromlinien 
in allen Richtungen asymptotisch zu den radialen Strahlen. In 




Fig. 8. Feld der unter Expansion fortschreitenden oder der gleichzeitig 

OBcillierenden und pulsierenden Kugel. 

der Nähe der Kugel kann also das Fortschreiten der Eugel den 
Radialstrom stark modificieren; in sehr grofsen Entfernungen da- 
gegen reduciert sich zuletzt der Strom auf den reinen Radialstrom. 

37. Oicillierende und pulsierende Kugel. — Die Figuren 7 
und 8 geben Augenblicksbilder der Bewegung der Flüssigkeit in 
der Umgebung einer mit konstantem, beziehungsweise veränderlichem 
Volumen fortschreitenden Kugel. Die Symmetrieachse des Feldes fällt 
immer mit der augenblicklichen Translationsrichtung der Kugel 
zusammen, und gleichzeitig wird das Aussehen des Feldes sich ver- 
ändern mit jeder Veränderung der gegenseitigen Intensität der trans- 
latorischen und der volumändernden Bewegung. 
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Wenn aber die Kugel konstanten Volumens mit kleinen Ampli- 
tuden geradlinig hin- und herschwingt, so kann man die Strom- 
linien der Fig. 7 als festliegende Kurven betrachten, längs deren 
die Flüssigkeitspartikelchen mit kleinen Amplituden schwingen. Hat 
die oscülierende Kugel veränderliches Volumen, und verlaufen die 
Volumänderungen nach einem anderen Gesetze als die Oscillationen, 
so wird man wieder wechselnde Strombilder haben, wobei der neutrale 
Punkt der Fig. 8 bald vor und bald hinter der Kugel liegen wird. Sind 
aber die Pulsationen mit den Oscillationen synchron, so dafs bei- 
spielsweise die Ausdehnung immer mit dem Fortschreiten, und die 
Zusammenziehung immer mit der Bückkehr der Kugel zusammen- 
fällt, so werden die Kurven der Fig. 8 wieder festliegend, und die 
Fliissigkeitsbewegung reduciert sich auf geradlinige Oscillationen 
der Flüssigkeitspartikelchen längs der Linienelemente dieses fest- 
liegenden Kurvensystems. Die beiden entgegengesetzt volumändernden 
Kugeln, durch welche man immer die eine volumändernde und fort- 
schreitende Kugel ersetzen kann (35), sind in diesem Falle synchron 
pulsierende Kugeln. 



Dritter Abschnitt. 

Allgemeines Aber die Bewegung des Kugelsystems und die 
anschliessende Bewegung der Flüssigkeit 

38. Potential des Kugelsystemi in der ersten Annäherung. — 
Befindet sich in der Flüssigkeit eine beliebige Anzahl n von Kugeln 
g, hji, j,k, . • . , die gleichzeitig translatorische und volumändernde 
Bewegungen haben, und sind alle Gentraldistanzen grofs im Vergleich 
zu den Radien der Kugeln, so kann das Potential der Flüssigkeits- 
hewegung in der ersten Annäherung einfach durch Superposition 
gefunden werden: 

n 

i 

wo <p das Potential der Kugel g darstellt, wenn sie allein vor- 
handen wäre, nämlich nach 35 (b) 

(b) * f - -^d t -^[d t ( x -a g )+b g (y-b 9 ) + 6 t (z-c t )} 
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oder unter Anwendung der anderen Parameter, wie in 36 (e), 

Die Begründung ist schon in 23 gegeben. Der Umstand, dafs die 
Kugeln jetzt auch translatorische Bewegung haben, ändert dabei, 
nichts. Denn die auf der Translation beruhende Bewegung in der 
Flüssigkeit nimmt noch schneller als die auf der Volumänderung 
beruhende mit der Entfernung ab, und die von der Translation 
herrührenden Fehler in der Erfüllung der Grenzflächenbedingung 
kommen deshalb nicht in Betracht, weil wir schon die von der 
Volumänderung herrührenden Fehler als verschwindend klein be- 
trachten. 

Zur Orientierung über die Natur der Flüssigkeitsbewegung und 
zum Vergleich der theoretisch und experimentell gefundenen Strom- 
felder können wir uns deshalb dieser Lösung bedienen, während 
wir später, um den dynamischen Teil unserer Aufgabe erledigen zu 
können, eine genauere Lösung suchen müssen. 

Die allgemeine Natur der durch (a) dargestellten Flüssigkeits- 
bewegung wird man in den einfachsten Specialfällen mit Hilfe der 
schon gezeichneten Felder voraussehen können. Dabei ist es oft 
zweckmäfsig, die fortschreitende Kugel durch ein volumänderndes 
Kugelpaar ersetzt zu denken. 



39. Abhängigkeit des exakten Potentialausdruckes von den 
kinematischen Parametern. — Die angenäherte Lösung 38 (a) ist 
eine lineare und homogene Funktion der 4n kinematischen Para- 
meter d. b, 6 , d , . . ., während die Koefficienten Funktionen der 
geometrischen Parameter a, b, c , d ■ . . . sind. 

Dieselbe Eigenschaft wird der exakte Potentialausdruck haben, 
wie man leicht aus den allgemeinen Bedingungen des Problems 
erkennt Um dies zu beweisen, denken wir uns erst eine Funktion <p 
gegeben, welche die LAPLACE'sche Gleichung erfüllt, im unendlich 
Fernen verschwindet, und die durch & , b g , ö g , d g , . . . bestimmten 
Normalgeschwindigkeiten an allen Kugelflächen hat. Nachher denken 
wir uns, dafs jeder Geschwindigkeitskomponente der w- fache Wert 
md ■ t'mb , md _, md > . . . gegeben werde. Wegen der linearen 

w w 9 9 ^^ 

Natur der LAPLAOE'schen Gleichung sowie der Grenzflächenbedingung 
erkennt man sofort, dafs my die Lösung des neuen Problems dar- 
stellt Mit anderen Worten, q> ist eine lineare und homogene 
Funktion der kinematischen Parameter. 
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Wir können deshalb immer <p in der Form: 



(a) <p = 2f {A ' d * + B * b »+ C * 6 * + V.> 

1 

schreiben, wo A , B ' (7 , D Funktionen der 4n geometrischen Para- 

™ tf w 9 

meter a . b, c , d sind. 

g 7 g' g 7 g 

Da die Koordinaten x, y, % des Raumpunktes nur in die 
Funktionen A g , B g , G gy D g eingehen, finden wir für die Geschwindig- 
keitskomponenten in der Flüssigkeit: 



n 



(b) dy-* 2f\TV i ' + Ty- b ' + TV 6 ' + -dV d '\ 



dx 
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dx W SU \d% a *+ d% °9+ dx *f + T* fj' 

Diese treten also auch als homogene! lineare Funktionen auf, 
und ähnlich wird es sich mit sämtlichen höheren Ableitungen des 
Potentials verhalten. Also: 

Das Qeschurindigkeitspotential für die Bewegung der Flüssigkeit, 
sowie seine sämtlichen Ableitungen nach den Koordinaten sind lineare 
und homogene Funktionen der Qeschtoindigkeitskomponenten d ,b , d , d 

V V m ™ 

der Kugeln, 1 






l 



40. Abhängigkeit des Potentials von den geometrischen Para» 
meteni. — Jede der Funktionen A a , B a , G, D a müssen wir im all- 
gemeinen als von sämtlichen 4 n geometrischen Parametern a . b. c g , d , 
J w Jr J ^ **' °* 9 <**>•• • abhängig annehmen, während speziell in dem an- 
*" *il J uL— ' genäherten Ausdruck 38 (a) nur die vier Parameter a g , b g , c , d der 
****** / * M " d4 ~' Kugel g selbst eintreten. 

Es läfst sich aber sofort ein allgemeiner Schlufs darüber ziehen, 
in welcher Weise die Parameter in diese Funktionen eingehen 
werden. Die Kugelradien d gJ d hy . . . müssen mit ihren absoluten 
Werten auftreten, weil dieselben wesentliche Bestimmungsstücke für 

1 C. A. Bj£rkxb8, Sur le mouvement simultan^ de corps sph&iqaes 
variables dans un fluide ind6fini et incompressible, § 2. Videnskabßaelßkabets 
Forhandlinger. Christiania 1871. 
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die Konfiguration des Kugelsystems sind. Anders verhält es sich 
mit den Koordinaten a , b a , o , a h , b h , e h} . . . der Mittelpunkte der 
Kugeln. Offenbar wird das Potential im Baumpunkte x, y, z nur 
von der Lage der Kugeln relativ zu einander und von der Lage 
des ganzen Kugelsystems relativ zu diesem Punkte abhängen. Denn 
die absolute Lage der einzelnen Kugeln kann keine Bedeutung 
haben, wie man sofort sieht, wenn man sich das ganze Kugel- 
system und den Punkt x,y,x als ein starres System verschoben 
denkt» Also: 

In den Funktionen A m9 . . . D m wird der Parameter d mit 

g 1 g g 

seinem absoluten Werte, die Parameter a , b f c g , o^, b h , o h , . . . da- 
gegen werden nur in Differenzen von der Form 

(a) x - a g , y - b g , % - c g , c^ - o g , b h - b g , % - o g , . . • 

vorkommen. 

Im angenäherten Potentialausdrucke 38 (a) tritt nur x — a^y — b^ 
% — c , also die Lage der Kugel relativ zum Baumpunkte x, y, z auf, 
während o^ — a , b h — b , c^ — e , oder die Lage der Kugel g relativ 
zu einer beliebigen anderen Kugel h, erst bei fortgesetzter Ap- 
proximation auftreten wird. 

41. Sichtbare und verborgene Bewegung des Kugeliystems. — 

Im Anschlufs an diese allgemeinen Sätze über die Art und Weise, 
wie die geometrischen und die kinematischen Parameter im Potential- 
ausdrucke auftreten, können wir gewisse besondere Bewegungsformen 
des Kugelsystems und gewisse allgemeine Eigenschaften der an- 
schließenden Flüssigkeitsbewegung diskutieren. 

Wir zerlegen sämtliche geometrischen Parameter in zwei Teile: 

(a) a g = a° g + a l g , b g = b* + b l g , c g = c° g + c l g , d g = d} + d l g . 

Eine für unsere Untersuchungen besonders wichtige Bewegungsform 
des Kugelsystems läfst sich dann dadurch definieren, dafs wir die 
folgenden Voraussetzungen machen: 

dg soll immer eine Konstante sein. 

a g> ty> Cg sotten sich in der Zeit nur sehr langsam verändern, im 
Verlaufe der Zeit sollen aber die Änderungen beliebig grofs werden können, 

a gi ty, Og, d\ sollen dagegen schnell veränderlich sein, aber nur inner' 
halb sehr enger Grenzen, so dafs sie immer klein bleiben im Vergleich 
zu den Radien d der einzelnen Kugeln. 
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Differentiieren wir die Gleichungen (a) nach der Zeit, so er- 
giebt sich 

(b) d g = 4° + d}, b g - b; + b g , 6 g - 0; + 6}, d g =* d\, 

wo also nach den Voraussetzungen die Geschwindigkeiten dg, bg, ö° g 
klein sind im Vergleiche zu den Geschwindigkeiten d], fy, 6}, d\. 
Wie grofs aber auch diese letzteren Geschwindigkeiten sein mögen, 
wegen der Kleinheit der entsprechenden Verschiebungen aj, . . . d\ 
werden sie keine merkbaren Konfigurationsveränderungen des Systems 
erzeugen. Diese vielleicht äufserst intensive Partialbewegung kann 
sich deshalb vollständig der Beobachtung entziehen. Die durch die 
Gröfsen a%, bg, e g beschriebene, und mit den langsamen Geschwindig- 
keiten dg, J°, ög verlaufende Partialbewegung wird sich dagegen 
durch die fortschreitende Konfigurations- und Lageveränderung des 
Systems immer bemerkbar machen. Mit Bücksicht hierauf können 
wir a£, . . . dg die Parameter der äufseren oder sichtbaren 
Konfiguration und d gy h*, ög die Geschwindigkeitskompo- 
nenten der sichtbaren Bewegung nennen, und im Gegensatze 
dazu a g , . . . dg als die Koordinaten der inneren Konfigura- 
tion und d gf . . . dg als die Geschwindigkeitskomponenten der 
inneren oder verborgenen Bewegung bezeichnen. 

Sind besonders die Parameter der äufseren Konfiguration von 
der Zeit unabhängig, so kommen keine fortschreitenden Konfigura- 
tions- und Lageänderungen vor, und man wird glauben, ein System 
im Gleichgewichte vor sich zu haben. Einen solchen Bewegungs- 
zustand, welcher wegen der beschränkten Genauigkeit unserer Be- 
obachtungen mit einem statischen Zustande verwechselt wird, werden 
wir einen scheinbar statischen Bewegungszustand nennen. 

42. Vereinfachung des Potentiale* bei intensiven verborgenen 
und schwachen sichtbaren Bewegungen. — Die allgemeinen Aus- 
drücke 41 (a) der Parameter können wir in die Funktionen A , . . . D 

99 

substituieren, und nach Potenzen der kleinen Gröfsen a\ . . . d\ ent- 
wickeln, da dieselben im allgemeinen klein sind, im Vergleiche zu 
den als Variablen auftretenden Gröfsen d ' x — a, ... a^ — a , . . . 
Dafs auch die letzteren Gröfsen ausnahmsweise wegen der Lage des 
Koordinatensystems klein oder Null werden könnei}, hat dabei keine 
Bedeutung. Wenn wir nur die konstanten Glieder der Entwicke- 
lungen beibehalten, so ergiebt sich in der ersten Annäherung: 

(a) A 9 =* A>, B g = £J, G 9 = <*, D g - Z>,% 



1 
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wo Äg, . . • Dg nur von den Koordinaten der äufseren Konfiguration, 
das heifst von den Gröfsen d%, x — aj, y — b%, % — c*, ajj — aj, 
K — ty> ci — e%,... abhangen. 

Gleichzeitig können wir in der ersten Annäherung 

(b) dg = d], hg - h\, 6g = dj, ^ - i\ 

setzen, also 

n 

(c) <p = ^l^^ + ^Si+C^^ + Z)«^} 

schreiben. Wir schliefsen daher, dafs in diesem Falle der Potential- 
ausdruck in erster Annäherung nur von den Parametern der äußeren 
Konfiguration und von den Geschwindigkeiten der inneren Bewegung 
abhängig ist, und dasselbe wird mit sämtlichen Ableitungen des 
Potentials nach den Koordinaten der Fall sein, also beispielsweise 
mit den Geschwindigkeitskomponenten in der Flüssigkeit Nur 
wenn Differentiationen nach der Zeit vorgenommen werden sollen, 
müssen wir immer zu dem ursprünglichen Potentialausdruck zurück- 
kehren. 

Wenn wir aber diese Vereinfachung benutzen wollen, so ist es 
nicht notwendig, neue Bezeichnungen einzuführen! da der Form 
nach der Potentialausdruck tp° vollkommen mit dem ursprüng- 
lichen <p übereinstimmt In allen Fällen, wo nicht eine Differentiation 
nach der Zeit vorgenommen werden soll, können wir uns also der 
folgenden Eegel bedienen: 

Liegt ein Bewegungsxustand mit schwacher äufserer und intensiver 
innerer Bewegung vor, so kann man in der ersten Annäherung das 
Qesckwindigkeitspotential der Flüssigkeit und sämtliche Ableitungen des- 
selben nach den Koordinaten als Funktionen der Parameter der äufseren 
Konfiguration und der Geschwindigkeiten der inneren Bewegung betrachten. 

43. Mechanik der verborgenen Bewegungen. — Auf den mecha- 
nischen Ursprung der verborgenen Bewegungen werden wir nicht 
genauer eingehen. Wir begnügen uns, die mechanische Möglichkeit 
dieser Bewegungen anzudeuten. 

Wir haben schon früher die Zurückführbarkeit der periodischen 
Volumveränderungen oder Pulsationen auf die Elasticität der Kugeln 
angedeutet (22). 

Die translatorischen Schwingungen oder Oscillationen können 
auch auf inneren elastischen Kräften beruhen. Man erkennt dieses 
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leicht» wenn man sich denkt» dafs jede Kugel aus einer Kugelschale 
besteht, welche in elastischer Verbindung mit einem inneren schweren 
Kern steht Der innere Kern und die äufsere Schale können dann 
entgegengesetzte Schwingungen um den gemeinschaftlichen, ruhenden 
Schwerpunkt ausfahren, und in ähnlicher Weise wird auch eine 
als elastisches Kontmuum gedachte Kugel schwingen können. 

Sonst können die Oscillationen der Kugeln auch auf äufseren 
elastischen Verbindungen beruhen, durch welche mehrere Kugeln 
zu Gruppen zusammengehalten werden. Eine solche Kugelgruppe 
kann sich dann als ein Ganzes bewegen, während die einzelnen 
Kugeln gleichzeitig kleine Schwingungen ausführen. Dabei sei immer 
vorausgesetzt, dafs diese Verbindungen hinlänglich fein sind, um 
die Flüssigkeitsbewegungen nicht zu stören. 

Wie aber auch die Mechanismen beschaffen seien, auf welchen 
die Oscillationen wirklich beruhen, so können wir immer die Hilfs- 
vorstellung benutzen, dafs die Kugeln unter der Wirkung fremder 
Kräfte beliebigen Ursprunges stehen, die sich in den mittleren 
Lagen aj, 6J, c$, . . . das Gleichgewicht halten. Diese Gleichgewichts- 
lagen können wieder langsam veränderlich sein. Die Frage von 
dem Ursprünge der Schwingungen ist damit vollkommen offen ge- 
halten, und wir entnehmen der gewöhnlichen Theorie der kleinen 
Schwingungen nur die folgende allgemeine Eigenschaft der Parameter 
der inneren Konfiguration a}, ... dg, welche die Schwingungen be- 
schreiben : 

Jeder Parameter der inneren Konfiguration läfst sieh durch eine 
Summe von periodischen Funktionen darstellen. 

Diese Voraussetzung braucht nicht zu jeder Zeit streng erfüllt 
zu sein. Mit der progressiven Veränderung der äufseren Konfiguration 
dürfen auch progressive Veränderungen im inneren Schwingungs- 
zustande verbunden sein. Wir beschränken aber unsere Betrachtungen 
auf kurze Zeiträume, während welcher diese progressiven Ver- 
änderungen unmerkbar sind. 



44. Die Mittelwerte der Geschwindigkeiten. — Sind in dieser 
Weise die Parameter der inneren Konfiguration aus lauter periodischen 
Funktionen linear zusammengesetzt, so werden die entsprechenden 
inneren Geschwindigkeiten lineare Verbindungen aus Zeitableitungen 
periodischer Funktionen sein, deren jede nach dem Satze 21 (A) den 
Mittelwert Null hat Nehmen wir danach den Mittelwert der 
wirklichen Geschwindigkeiten 41 (b) während einer Zeit, die so 
kurz ist, dafs die Geschwindigkeiten ä\, . . . i\ keine merkbare 
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Änderung erleiden, welche aber doch gleichzeitig lang ist im Ver- 
gleiche zu den Perioden der kleinen Schwingungen, so verschwinden 
die Mittelwerte von aj, ... c\ und wir erhalten: 

Die linearen Mittelwerte der wirklichen Geschwindigkeiten sind mit 
den Geschwindigkeiten der äufseren, sichtbaren Bewegung identisch. 

Bilden wir andererseits die quadratischen Mittelwerte der Ge- 
schwindigkeiten, während eines Zeitraumes derselben Länge, so wird 
der Beitrag der schwachen äufseren Geschwindigkeiten verschwindend 
und wir erhalten: 

Die quadratischen Mittelwerte der wirklichen Geschwindigkeiten können 
in der ersten Annäherung als mit den quadratischen Mittelwerten der 
inneren verborgenen Geschwindigkeiten identisch betrachtet werden. 

46. Isochrone Schwingungen. — Wir haben schon in einzelnen 
Fällen, 24 und 37, gesehen, wie die Stromlinien in der Flüssigkeit 
unaufhörlich in Bewegung sind, wenn die einzelnen Komponent- 
bewegungen einer Kugel, oder die Bewegungen mehrerer Kugeln 
nach voneinander unabhängigen Gesetzen periodisch oder nicht- 
periodisch verlaufen. Dies wird sich natürlich bei einem vollstän- 
digen Kugelsysteme wiederholen, nur mit gröfserer Mannigfaltigkeit 
der aufeinander folgenden Strombilder. 

Sind die einzelnen Parameter nicht mehr voneinander ver- 
schiedene Summen von periodischen Funktionen, sondern alle durch 
eine einzige periodische Funktion darstellbar, so werden wir die 
Schwingungen isochron nennen. Die verschiedenen Parameter 
haben dann alle dieselbe Periode, und können sich voneinander 
nur durch Amplitude und Phase unterscheiden. Es sei f(t) diese 
Funktion, durch die alle Parameter der inneren Konfiguration dar- 
stellbar sind, t die Periode derselben, und a _, ß 9 y f 9 , «^ ß h , ... 
seien Zahlen zwischen und 1. Die Parameter der inneren Kon- 
figuration sind dann den Funktionen f{t — a r), f{t — ß g r), ••• 
f{t — ct h T)) . . . proportional Von den Proportionalitätsfaktoren 
hängen die Amplituden, von den Differenzen der Zahlen ce. Ä., . . . 
cc h9 ß hJ . . die Phasenunterschiede ab. 

Die inneren Geschwindigkeiten sind den Zeitableitungen 
/((-ar), . • . proportional, wo / nach 21 (A) eine Funktion ist, 
welche den linearen Mittelwert Null hat. Ohne die Natur der Be- 
wegung zu beschränken, können wir wie früher (25) annehmen, dafs 
der quadratische Mittelwert von / den numerischen Wert 1 
hat, und daher die Geschwindigkeiten der inneren Bewegung in 
der Form 
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W 



d|J - d£/(*-« f T) dl - «CA«-«»») 



schreiben, wo d~, i~, . . . . <C, £? die nach 21 (b) bestimmten qua- 
dratischen Mittelwerte von dj, £<J, dj </,, di, Jj, . . . . sind. 

Wie sehr aber auch die Bewegung der Flüssigkeit sich ver- 
einfacht bei der Annahme dieser Bewegung des Kugelsystems, 
werden doch bei Phasenunterschied im allgemeinen die Strombilder 
wechselndes Aussehen haben. Man braucht sich nur den Fall 
zweier mit dem Gangunterschiede von ein Viertel Phase nach ein- 
fachen Sinusgesetzen pulsierenden Kugeln zu versinnlichen. Man 
wird dann die Periode in vier Teile teilen können: in zwei der- 
selben ist eine Kugel expandierend und eine kontrahierend, in den 
zwei anderen sind entweder beide expandierend oder beide kontra- 
hierend. Man wird also in jeder Periode sowohl die Strombilder 
der Figuren 2 und 3 als alle zwischenliegenden erhalten. 

46. Synchrone Schwingungen. — Die isochronen Schwingungen 
werden wir synchron nennen, wenn keine Phasenunterschiede mehr 
vorliegen. Hat / die Symmetrieeigenschaft, dafs 

f{i + ±T) - -/(«), 

so können wir nach Veränderung des Vorzeichens der Amplitude 
von jedem Phasenunterschiede, welcher eine halbe Periode beträgt, 
absehen. Schwingungen gleicher oder entgegengesetzter Phase, welche 
diese Symmetrieeigenschaft besitzen, werden deshalb auch zu den 
synchronen gerechnet, und zwar können wir in allen Fällen als Be- 
dingung für synchrone Schwingungen das Gleichungssystem 

dl = <7(0 * - dPAO 

(a) 



aufstellen, wo die als Amplitude auftretenden Gröfsen die nach der 
Formel 21 (b) gebildeten und nach der Eegel 21 (B) mit Vorzeichen 
versehenen quadratischen Mittelwerten sind. 

Substituieren wir diese Ausdrücke im Potentialausdruck 42 (c), 
so ergiebt sich 
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1 

wo der Klammerausdruck als von der Zeit unabhängig betrachtet 
werden kann, wenn wir von den langsam verlaufenden sichtbaren 
Bewegungen absehen. 

Bezeichnen wir die von der Zeit unabhängige oder in der Zeit 
nur langsam veränderliche Gröfse durch 

( c) y - = y}{4d? + b*,v; + <f t $ + Did;\, 

i 

so wird der Potentialausdruck 

(d) <p = /(*)■?-. 

Die Geachwindigkeitskomponenten werden 

(e) 1^ = AO^A ¥ - A')4A P = A0^£» 

w ox ' v ' ox 7 oy ' x ' oy ' ox ' v ' dz 

und ähnliche Ausdrücke findet man für die höheren Ableitungen. 

Im Falle synchroner Schwingungen zerlegt sich also das Ge- 
schwindigkeitspotential in ein Produkt von zwei Faktoren, deren 
ßßor einer f{t) den Verlauf der kleinen Schwingungen in der Zeit 
angiebt, während der andere <p m die in der Zeit unveränderliche, 
oder wenigstens nur langsam veränderliche geometrische Verteilung 
der Bewegung beschreibt. In ganz ähnlicher Weise zerlegen sich 
sämtliche Ableitungen des Potentials nach den Koordinaten. 

Wenn wir von Einzelheiten im zeitlichen Verlauf der Bewegung 
absehen und nur die dauernden räumlichen Eigenschaften derselben 
untersuchen wollen, können wir also im Falle synchroner Schwin- 
gungen die Funktion <p m zu Grunde legen in ganz ähnlicher Weise, 
wie wir das gewöhnliche Potential <p benutzen, um den augenblick- 
lich vorliegenden Bewegungszustand zu untersuchen. <p m werden 
wir deshalb das Potential des synchronen Schwingungs- 
zustandes nennen. 

Man bemerkt übrigens, dafs dieses Potential q> m und seine 
Ableitungen nach den Koordinaten einfach die nach 21 definierten 
und mit Vorzeichen versehenen quadratischen Mittelwerte des Po- 
tentials <p der wirklichen Bewegung und der betreffenden Ab- 
leitungen desselben sind. 

Bjbrknxs, Vorlesungen. I. 5 
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47. Die Stromfelder im Falle synchroner Schwingungen. — 
Dafs die geometrischen Eigenschafben des Feldes nur ton <p m ab- 
hängen, erkennt man sofort, wenn man die Gleichungen der Strom- 
linien bildet Denn substituiert man die Geschwindigkeitskomponenten 
46 (e) in den Differentialgleichungen 2 (a) der Vektorkurven, so fällt 
der gemeinschaftliche Faktor /(/) fort Die Differentialgleichungen 
werden einfach 

(a) -** **- - -**-, 

1 d<p m d<p m dqT 



dx dy dx 

so dafs die Stromlinien nur von <p" und den darin enthaltenen 
Eonstanten oder langsam veränderlichen Parametern abhängen. Wir 
kommen also ganz allgemein zu dem Resultat, welchem wir früher 
(25 und 37) in besonderen Fällen begegnet sind: 

Im Hatte synchroner Schwingungen des Kugelsystems wird der Be- 
wegungsxustand der Flüssigkeit durch ein einziges Strombild dargestellt, 
welches nur langsam mit den progressiven äufseren Konfigurationsänderungen 
des Kugelsystems Veränderungen erleiden kann. 

Wegen dieser Eigenschaft kann man sich einer einzigen Zeichnung 
zur solenoidalen Darstellung des Bewegungszustandes bedienen. Als 
Yektorfiufs rechnet man dann den mit Vorzeichen versehenen quadra- 
tischen Mittelwert des Flächenintegrals der Geschwindigkeit, welcher 
mit dem Flusse des Vektors 

d <p m dg>" d<p m 



dx ' dy J dx 

identisch ist 

Da wir sehr oft den besonderen Fall synchroner Schwingungen 
betrachten werden, wird es nützlich sein, nach einer bequemen Regel 
von der Betrachtung eines beliebigen augenblicklichen Bewegungs- 
zustandes zu der speziellen Betrachtung synchroner Schwingungen 
übergehen zu können. Diese Regel läfst sich auf der formellen 
Ähnlichkeit des Potentials <p m des synchronen Schwingungszustandes, 
46 (c), mit dem Potential <p der wirklichen Bewegung, 39 (a), be- 
gründen. Denn halten wir diese formelle Ähnlichkeit fest, und er- 
innern uns daran, wie wir aus <p das <p m gebildet haben, so läfst 
sich unmittelbar die folgende Regel aufstellen: 

Das Potential der wirklichen Bewegung kann auch als Potential des syn- 
chronen Schwingungszustandes dienen, wenn wir nämlich die eingehenden geo- 
metrischen Parameter als lineare und die eingehenden kinematischen Parameter 
als quadratische Mittelwerte mit Vorzeichen nach der Hegel 21 (B) interpretieren. 
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48. Sie Verwendung anderer kinematiicher Parameter. — Oben 
haben wir durchgehend die linearen Geschwindigkeitskomponenten 
4. ... <i als kinematische Parameter verwendet Alle Sätze werden 

9 9 

aber ihre Gültigkeit auch dann behalten, wenn wir die linearen Ge- 
schwindigkeitskomponenten durch die Volumänderungsgeschwindig- 
keit £J und die Komponenten des Aktionsmomentes J^ . & , Ü er- 

9 9 9 9 

setzen, vorausgesetzt, dafs die schon gestellte Bedingung immer 
erfüllt bleibt, wonach die Volumänderungen der Kugeln immer klein 
im Vergleiche zu ihrem Volum bleiben sollen. 

Denn ist der Radius d einer Kugel immer von dem Mittel- 
werte d wenig verschieden, so können wir ohne merklichen Fehler 
in der Formel 19 (b) d durch d ersetzen, und also angenähert 

(a) Ü = ±nd\d 

schreiben. Da weiter das Volumen E von dem Mittelwerte E sehr 
wenig abweicht, können wir die exakten Formeln 30 (b 8 ) durch die 
angenäherten 

(b) t - $£ d, Ö - |^i, fi - }£ ö 

ersetzen. 

Im Falle kleiner Schwingungen ist also die Volumausdehnungs- 
geschwindigkeit der linearen Radialgeschwindigkeit proportional. 
Ebenso ist das Aktionsmoment der linearen Translationsgeschwindig- 
keit proportional, und zwar so, dafs der Proportionalitätsfaktor 
eine von der Zeit unabhängige Gröfse ist Dieselbe Proportionalität 
mufs folglich unter den quadratischen Mittelwerten bestehen, so dafs 
in den vorhergehenden Sätzen Volumausdehnungsgeschwindigkeit 
und Aktionsmoment ohne weiteres die linearen Geschwindigkeiten 
ersetzen können. 



49. Die Bahnen der Flüssigkeitspartikelohen. — Es ist noch 
von Interesse zu bemerken, dafs man die Bahnen der einzelnen 
Flüssigkeitspartikelchen bestimmen kann, wenn sich die Bewegung 
des Kugelsystems auf kleine Schwingungen reduciert 

Es mögen <*, /?, y die Koordinaten eines Flüssigkeitspartikelchen 
zu einer beliebigen Zeit t und cc , ß of y die Werte derselben zur 
Anfangszeit t darstellen. Wenn weiter ä, ß, f die Geschwindig- 
keitskomponenten des Partikelchens sind, so wird die Bahn durch 
die Gleichungen 

/ \ . da) a d cp . v g> 

w a - äf > /* - äf ' r - -d 

5* 
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bestimmt Die hier auftretenden x, y, % sind die Koordinaten des 
geometrischen Punktes, in dem sich zu der betrachteten Zeit * das 
Partikelchen befindet Nach vollführter Differentiation können wir 
also diese Gröfsen einfach durch die Substitution x «■ a, y = ß. 
% = y eliminieren. 

Im Falle intensiver verborgener Schwingungen sind wir abei 
nach 42 berechtigt, die geometrischen Parameter a, ... d, ..., 
die nur in den Verbindungen 40 (a) auftreten, durch die von der 
Zeit unabhängigen Mittelwerte a%, . . . d%, . . . zu ersetzen. Jetzt 
sind aber a, ß, y in ebenso enge oder noch engere Grenzen ein- 
geschlossen als a , . . . d g , . . . Die mit er, ß, y zu identifizierenden 
x, y, x, die auch nur in den Verbindungen 40 (a) auftreten, können 
deshalb sofort mit den Eonstanten a , ß , y identifiziert werden. 
Denken wir uns diese Substitution ausgeführt, so lassen sich die 
Gleichungen (a) in folgender Weise explicite schreiben: 

S?tdA« dB* dC* A BD*,\ 

ä- lda 9 da 9 d a<> 9 d a 91 



7 = 




v 



<^+^+^+^}- 



Die hier als Eoefficienten von d. J, tf . <f auftretenden Gröfsen 

9 1 9 1 9 1 9 

sind von der Zeit unabhängig, so dafs wir unmittelbar integrieren 
können. Erinnern wir uns dabei an die Anfangsbedingungen, so 
ergeben sich für die Bahnen der Flüssigkeitspartikelchen: 

a = cc + >9 \-^-a n + - 5 - J -b n + -=— s© + -— ±d) 

^mJ löot 9 Öo 9 l da 9 da 9) 



^ = ^o + 



S?[dA* dB* 8 0} dD*\ 



Die Eoordinaten der Flüssigkeitspartikelchen hängen also in linearer 
Weise von den 4 n geometrischen Parametern des Kugelsystems ab. 
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Sind diese Parameter nach unserer Voraussetzung (43) durch Summen 
periodischer Funktionen dargestellt, so werden auch die Koordinaten 
cc, ß 7 y durch Summen periodischer Funktionen ausgedrückt Im 
Falle kleiner Schwingungen allgemeinster Natur des Kugelsystems 
sind also die Bahnen der Flüssigkeitspartikelchen LissAJOüs'sche 
Figuren allgemeinster Natur. Wenn sämtliche periodische Funk- 
tionen untereinander kommensurable Perioden haben, werden diese 
LissAjous'schen Figuren geschlossene Kurven, beispielsweise Ellipsen, 
wenn alle Parameter proportional Sinus- oder Kosinusfunktionen 
mit gleicher Periodenlänge sind. Im Falle synchroner Schwingungen 
reducieren sich die Bahnen auf gerade Linien, nämlich Linien- 
elemente der bei dieser Bewegungsform fest liegenden Strom- 
linien (47). Mit den langsam verlaufenden äufseren Konfigurations- 
änderungen des Systems werden sich die Parameter der Lissajous'- 
schen Kurven langsam verändern. 

50. Verborgene Massen. — Bei der Definition 41 der verborgenen 
Bewegungen des Systems haben wir uns auf den Standpunkt ge- 
stellt, dafs wir jede einzelne Kugel sehen können, während die 
Bewegungen nicht sichtbar sind, infolge der Schnelligkeit der 
Schwingungen und der Kleinheit der Amplituden. Mit Rücksicht 
auf die Aufgabe, welche wir uns gestellt haben, ist es aber wichtig, 
darauf aufmerksam zu machen, dafs uns gewisse Bewegungen auch 
deshalb verborgen bleiben können, weil wir die einzelnen bewegten 
Massen nicht sehen. 

Die Kugeln können nämlich zu Körpern beliebiger Form grup- 
piert sein, und so kann der Fall vorliegen, dafs nur diese Körper, 
nicht aber die mit Molekülen zu vergleichenden Kugeln wahrnehmbar 
sind. Die individuellen Bewegungen der einzelnen nicht wahrnehm- 
baren Kugeln entziehen sich dann jeder Beobachtung. Einen durch- 
schnittlichen Überschufs dieser Bewegungen in einer bestimmten 
Richtung werden wir dagegen als Bewegung des Körpers wahrnehmen. 

Auf die analytische Behandlung dieses Falles in den Einzel- 
heiten werden wir nicht eingehen, da dabei nichts besonders Neues 
hervortreten würde. Die Resultate, die wir für den Fall abgeleitet 
haben, dafs zwar die einzelnen Kugeln, nicht aber ihre Schwingungen 
beobachtbar sind, weil die Schwingungen kleine Amplituden haben 
im Vergleiche zu den Kugelradien, lassen sich sofort auf den Fall 
anwenden, dafs molekular konstituierte Körper vorliegen. Nur braucht 
man dann nicht mehr die Amplituden der verborgenen Schwingungen 
klein relativ zu den Dimensionen der schwingenden Kugel anzu- 
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nehmen, sondern es genügt, die Amplituden klein im Vergleiche zu 
den gegenseitigen Abständen der Kugeln vorauszusetzen. Da diese 
Abstände in unserem Probleme immer grofs sind im Vergleiche zu 
den Radien der Kugeln, hindert nichts die Annahme, dafs in diesem 
Falle verborgene Oscillationen vorliegen, deren Amplituden viel 
gröfser als die Kugelradien sind, da wir bei Kugelgruppen die Be- 
trachtung nie bis zur Grenzfläche der einzelnen Kugeln ausdehnen 
können. Dagegen müssen natürlich die Pulsationen innerhalb 
engerer Grenzen begriffen sein; 



Vierter Abschnitt. 

Untersuchung eines beliebigen Stromes potentieller und 

solenoidaler Natur. 



51. Entwickelung nach raumliehen Kugelfanktionen. — Kehren 
wir nach diesen Betrachtungen allgemeiner Natur wieder zu der 
Frage von der expliciten Darstellung der Flüssigkeitsbewegungen 
zurück, um eine gröfsere Genauigkeit, als die Lösung 38 (a) giebt, 
zu erreichen. Diese Lösung war durch einfache Superposition der 
Lösungen für jede einzelne in ruhender Flüssigkeit bewegte Kugel 
gefunden. Die gröfsere Genauigkeit erfordert die Beachtung des 
Umstandes, dafs sich jede Kugel in dem Strome bewegt, welcher 
von dem Vorhandensein und der Bewegung der n — 1 anderen 
Kugeln herrührt Um die Lösung vorzubereiten, werden wir erst 
einen beliebigen Strom LAPLAGE'scher Natur betrachten. 

Das Potential des betrachteten Stromes, sei <p. Entwickeln wir 
dieses <p in der Umgebung eines Punktes a> b, c nach Potenzen von 
x — a, y — b, % — c, so ergiebt sich 

(a) <p = (f + q> x + 9> a + . . . + <p n + . . . 

Das Glied n* 6 * Ordnung dieser Entwickelung, <p n , ist ein homogenes 
Polynom vP* Grades in x — a, y —6, % — c, welches die LAPLACE'sche 
Gleichung erfüllt, und welches deshalb nach der in 28 gegebenen 
Definition eine räumliche Kugelfunktion vom positiven Grade n 
darstellt 
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Das allgemeinste Polynom n* Grades hat \{n + 2) (n + 1) Koeffi- 
cienten. V 8 ^ ist wieder ein homogenes Polynom, und zwa* vom 
(n — 2) ton Grad, also mit ^w(n — 1) Koefficienten. Soll also V 2 y n 
identisch verschwinden, so müssen alle diese Koefficienten gleich 
Null sein, welche Bedingung -J-n(n— 1) Relationen zwischen den 
Koefficienten von <p n giebi Die Kugelfunktion tp n kann also höchstens 
2 n + 1 wesentliche Konstanten enthalten. 

Es Jäfst sich zeigen, dafs die Reihe (a) in Bezug auf Konvergenz 
sich den entsprechenden Entwickelnden der analytischen Funktionen 
in der Ebene analog verhält Die Reihe wird in allen Punkten 
innerhalb derjenigen Kugelfläche um dad Entwickelungscentrum 
a, bj c konvergieren, deren Radius gleich der Entfernung von dem 
Entwickelungscentrum zu dem am nächsten liegenden singulären 
Punkt der Funktion <p ist Stellt nun tp ein reelles physikalisches 
Vektorfeld dar, so darf diese Funktion keinen singulären Punkt in 
denjenigen Gebieten des Raumes haben, welche diesem reellen Felde 
angehören. Die singulären Punkte von g>, welche in der That immer 
vorkommen, dürfen also nur den analytischen Fortsetzungen von cp 
aufserhalb der Grenzflächen des durch <p dargestellten physikalischen 
Feldes angehören. 

Stellt also <p beispielsweise das Geschwindigkeitsfeld in der 
Flüssigkeit dar, so wird die Konvergenz jedenfalls bestehen bis zur 
Berührung der Kugel um a, b, e mit den Grenzflächen der Flüssigkeit, 
das heifst, mit den Grenzflächen der in der Flüssigkeit schwimmenden 
fremden Körper. 

Sonst brauchen wir auf die Konvergenzuntersuchungen nie ge- 
nauer einzugehen, da wir nie die vollständigen Reihen verwenden 
werden, sondern nur die ersten Glieder derselben, indem wir immer 
solche Voraussetzungen machen, dafs eine rasche Konvergenz dieser 
ersten Glieder vorliegt Wir richten unsere Aufmerksamkeit nur 
auf die Diskussion dieser Glieder, welche eine für uns genügende 
angenäherte Darstellung des Potentialstromes geben. 

52. Das Parallelfeld. — Das konstante Glied (p der Ent- 
wickelung 51 (a) stellt keine Bewegung dar. 

Das erste zu berücksichtigende Glied wird deshalb das lineare 
Glied oder die räumliche Kugelfunktion ersten Grades, welche wir 
in der Form 

(a) <p x = ä{x-a) + ß{y-b) + ?(z-c) 

schreiben können. Gehört dieses <p x der Entwickelung 51 (a) an, so 
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sind die Koefficienten &, ß, y die ersten Ableitungen des Potentials <p 
im Punkte a, b, c. 

Das Potential <p x stellt dasselbe Feld dar, dem wir innerhalb 
der translatorisch bewegten Engel begegnet sind, ä, ß, y sind die 
Komponenten der überall im Felde gleichgerichteten und gleich 
grofsen Geschwindigkeit &. Die Äquipotentialflächen <p x = const 
sind parallele Ebenen, die Richtungskosinus ihrer Normalen sind 
proportional zu ä, ß y f. Die Stromlinien sind mit diesen Normalen 
identisch und bilden daher eine Schar von parallelen Geraden. Mit 
Rücksicht auf diesen Verlauf der Stromlinien können wir dieses 
Feld als das Parallelfeld bezeichnen. 



Fig. 9. Parallelfeld. 

Die solenoidale Darstellung des Feldes durch eine Zeichnung 
in der Ebene kann auf verschiedene Arten geschehen, deren be- 
sonders zwei einfach und wichtig sind. 

Im einen Falle benutzen wir Vektorröhren mit kongruenten 
rektangulären Querschnitten. Die Darstellung geschieht dann durch 
parallele äquidistante Geraden, deren Zwischenräume die Projektionen 
dieser Röhren auf der Ebene der Figur angeben. 

Im anderen, dem für uns wichtigeren Falle benutzten wir die 
Darstellung durch koaxiale Röhren, deren Schnittlinien mit einer 
Meridianebene gezeichnet werden (Fig. 9). Es ist die schon in der 
Figur 7 benutzte Darstellung des Feldes innerhalb der Kugel, wo 
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die Abstände der einzelnen Geraden von der Achse sich wie die 
Quadratwurzeln der ganzen Zahlen verhalten. 



63. Das lineare Deformationtfeld. — Das nächstfolgende Glied 
der Entwickelung 61 (a) ist die räumliche Kugelfunktion zweiten 
Grades, die wir in der Form 

y, - \äa(x-o)* + \ß ß (y-b)* + \? r [*-c) % 

+ ßy{y-b){*>- <*) + ?<*{*- c){x-a) + ä ß {x-a){y-b) 

schreiben werden. Wenn <p % als der Entwickelung 61 (a) angehörend 
betrachtet wird, sind die Koefficienten ä a , ß ß , y Y , ß Y , y a , ä ß die 
sechs Ableitungen zweiter Ordnung der Funktion tp im Punkte Ojb, o. 
Die Befriedigung der IiAPLACE'schen Gleichung fordert, dafs die 
Summe der Koefficienten der quadratischen Glieder verschwindet: 

M *a + ßß + tr = °- 

Wir bemerken noch, dafs wir gelegentlich aus Symmetrierücksichten 
die Koefficienten der rektangulären Glieder f ß} d r , ß a schreiben 
werden, so dafs wir identisch 

(*") ßr - fßf U - *y, *ß = ßa 

haben. 

Die ebenen Äquipotentialflächen des vorhergehenden Feldes 
sind jetzt durch die Flächen zweiten Grades 

<p % = const 

ersetzt Sämtliche Flächen haben das Feldcentrum a,b,o als Mittel- 
punkt und aufserdem gemeinschaftliche Achsenrichtungen. Wegen 
der Eelation (sl) müssen weiter sämtliche Flächen hyperbolisch sein, 
und folglich den Kegel 

<p % - 

als gemeinschaftlichen Asymptotenkegel haben. Dieser Kegel trennt 
die Gegenden positiven Potentials von den Gegenden negativen 
Potentials und die zweimanteligen Hyperboloide^ von den ein- 
manteligen. 

Der senkrecht zu diesen Hyperboloiden verlaufende Strom stellt 
gewissermaßen die einfachste typische Flüssigkeitsbewegung dar, 
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welche nur flüssige und nicht starre Körper annehmen können, weil 

das bewegte materielle Kontinuum dadurch seine Form verändert. 

Wir werden dieses Feld das Deformationsfeld nennen, oder spezieller 

% das lineare Deformationsfeld, da die Geschwindigkeitskomponenten 

a ll«<.£¥W' als lineare Funktionen der Koordinaten^auftreten. Die Achsen des 

Hyperboloidsystems sollen Hauptdeformationsachsen und die je zwei 
solche Achsen enthaltenden Ebenen die Hauptdeformationsebenen 
heifsen. 

Wählen wir diese Achsen zu Koordinatenachsen, so werden die 
rektangulären Glieder in (a) verschwinden, und wenn wir gleich- 
zeitig o =s b = o = setzen, so reduciert sich der Ausdruck des 
Potentials auf die Form 

vruuiiA. 
wo -feffcwähpend 

(V) $ l + s t + s B = 0. 

54. Sie Geschwindigkeitaverteilung im Deformationsfelde. — 

Die rechtwinkligen Geschwindigkeitskomponenten im Deformations- 
felde sind lineare Funktionen der Koordinaten, nämlich 

|5 = ä a (x- o) + ä ß {y - b) + ä y {z- c) 

(a) jv Ä &(*- a > + Ak-*> + A(*-°> 

|J - ta{x-a) + ? ß {y-b) + y Y {z-e), 

wo die Relationen 53 (a") zu beachten sind. Wenn die Haupt- 
deformationsachsen als Koordinatenachsen gewählt sind, ergiebt sich 

einfacher 

< 

Die rechtwinkligen Geschwindigkeitskomponenten nehmen also pro- 
portional dem Abstände von den Hauptdeformationsebenen zu. Die 
Geschwindigkeits Verteilung der ^-Komponenten ist in der Figur 10 
dargestellt In Ebenen senkrecht zur o-Achse, welche sich im Ab- 
stände Eins voneinander befinden, unterscheiden sich die ^Kompo- 
nenten der Geschwindigkeit um den Betrag S x , und materielle 
Linien, parallel zur a>Richtung, haben eine Ausdehnungsgeschwindig- 
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keit mit demBetrag S x pro Längeneinheit Wegen der Relation 53 (b') 
mufs anter den drei linearen Ausdehnungsgeschwindigkeiten eine 
das entgegengesetzte Vorzeichen wie die beiden anderen haben und 
gleichzeitig die numerisch gröfste sein, sofern nicht eine der anderen 
gleich Null ist Es sei <^ diese durch das Vorzeichen von den 
beiden anderen verschiedene Ausdehnungsgeschwindigkeit; S 2 und S 3 
können untereinander gleich oder ungleich sein, es sei im letzteren 
Falle S 9 die kleinere. Wir können dann für die Zahlenwerte 

$i ^ 4 ^ 4 
annehmen. 



Fig. 10. Verteilung einer Geschwindigkeitskomponente im, 

Deformationsfelde. 

Die Gleichungen (a) beschreiben dieselbe Bewegung, aber in 
weniger übersichtlicher Weise. Dabei stellen ä a , ß ßf f YJ genau 
wie S lf $ 2 , <£,, lineare Ausdehnungsgeschwindigkeiten dar, während 
äß» ta> ßr Verschiebungs- oder Gleitungsgeschwindigkeiten bedeuten. 
Wir werden alle diese Gröfsen unter der Bezeichnung deformative 
Geschwindigkeiten zusammenfassen. 

66. Die Stromlinien im Deformationjfelde. — Setzen wir die 
Geschwindigkeitskomponenten 64 (b) in die allgemeinen Differential- 
gleichungen 2(a) der Vektorkurven ein, so giebt eine einfache 
Integration als Gleichungen der Vektorkurven 

wobei man sich KH der Relation 53 (V) zu erinnern hat 
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Betrachten wir erst den Specialfall, dafs eine der deformativen 
Geschwindigkeiten, <£ 8 , gleich Null ist Es wird dann S 2 = — S l = S. 
Das Potential der Bewegung wird 

(b) <p t - i$(z*-y*). 

Die ganze Bewegung wird dann in Ebenen parallel zur ay-Ebene 
verlaufen, und die Gleichungen (a) reducieren sich auf 

(b'} xy =s const, 

welches gleichschenklige Hyperbeln mit den Koordinatenachsen als 
Asymptoten darstellt. 

Im allgemeinen Falle, wo keine der Gröfsen S l9 <? s , $ s gleich 
Null ist, betrachten wir erst die Projektionen der Kurven auf die 
xy- und die ar «-Ebene. Die Gleichungen derselben erhalten die 
Formen 

(c) z&i.y 4 =5 const, x&i.z 4 = const. 

Da nach unserer Voraussetzung ^ das entgegengesetzte Vorzeichen 
von S % und S s hat, so haben alle hier auftretenden Exponenten 
gleiche Vorzeichen, x = giebt also y =» x = oo , und y = % = 
giebt x =s oo. Diese Projektionen der Kurven sind deshalb hyper- 
bolischer Natur mit den Koordinatenachsen x und y, beziehungs- 
weise x und s als Asymptoten. 

Die Projektionen der Kurven auf die y «-Ebene werden 

(C) y. _ f±u 



y* \h) 



Der Exponent rechts ist immer eine positive Gröfse, da (? 2 und S 3 
gleiches Vorzeichen haben. Man schliefst, dafs y => 0, x — giebt 
Alle Kurven gehen also durch den Anfangspunkt der Koordinaten. 

Ist S 2 = S s so reducieren sich diese Projektionen auf gerade 
Linien: 

(c'0 i - - • 

Wegen der Relation 63 (b') werden dann S % = rf, = — -J ^ . Das 
Potential wird 

(d) y 8 - i<*{* 2 -i(* a + *')}• 
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Das Feld ist dann ein Umdrehungsfeld um die a> Achse. Die Strom- 
linien liegen in den Meridianebenen (c"), nnd die Gleichungen der- 
selben in einer beliebigen Meridianebene werden 

(d') xy % = const, 

welches unsymmetrische Hyperbeln darstellt, die sich rascher der 
t/-Achse als der 2- Achse nähern. 

Ist dagegen S % von <$ 8 verschieden, so stellt (c') Kurven para- 
bolischer Form dar. Nehmen wir besonders an, dafs 8 % numerisch 
gröfser als ^ 8 ist, so wird die y-Achse die Achse der Parabeln, und 
im Specialfalle $ % = 2 S 9 liegen gewöhnliche Parabeln zweiten Grades 
vor. Für S 9 = arten die Parablen in gerade Linien parallel zur 
y-Achse aus, und wir kommen zu dem Falle der ebenen Bewegung 
zurück. 

Der allg emeine V erlauf dftr Tr™r ftn , läfst sich nach diesen Über- 
legungen in folgender Weise beschreiben: Die Kurven verlaufen 
asymptotisch zur Achse der gröfsten linearen Dilatation oder Kon- 
traktion <$i und zur Ebene der beiden kleineren Dilatationen $ % 
und S r Dabei bilden ihre Projektionen auf die letztere Ebene 
parabolische Kurven, mit der Achse der mittleren Dilatation oder 
Kontraktion S % als Parabelachse. 

56. Solenoidale Barstellung des Feldes. — In zwei Fällen läfst 
sich das Feld in einfacher Weise durch eine Zeichnung in der 
Ebene darstellen, nämlich wenn die Bewegung in parallelen Ebenen 
verläuft, und wenn das Feld um eine Achse symmetrisch ist 

Im ersten Falle hat das Potential die Form 55 (b) oder nach 
Einführen von Polarkoordinaten die Form 

(a) tp 2 = fc<3M(2cos*0- 1) = |£r 2 cos20. 

Die Gerade <p % = wird durch die Gleichung cos2ö = oder 
O = j dargestellt Die Vektorkomponente längs der Richtung ist 

und hat also in den Punkten der Geraden cos20 o = den Zahlen- 
wert $r. Der Flufs durch ein Linienelement dr dieser Geraden 
wird Srdtj und der totale Flufs durch die Länge r derselben wird 
den Wert 

(b) F = ±$r* 
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erhalten. Bohren oder Bänder gleichen Flusses werden also von 
Hyperbeln begrenzt, deren Scheitel die Abstände 

pfi, P f2, P yä,. . . P ya,... 

vom Mittelpunkte des Feldes haben, wo 



P 



=v\ 



ist Diese Hyperbeln sind in der Figur 11 gezeichnet 

Im Falle des Umdrehungsfeldes nimmt das Potential des De- 







Fig. 11. Deformationsfeld, bei dem der Strom in parallelen 

Ebenen verläuft 

formationsfeldes die Form 55 (d) an, oder nach Einführung von 
Polarkoordinaten 



(c) 



9* - i*r»(fcoB»ö-i). 



Der Kegel y, = wird durch die Gleichung 



(d) 



COS0 O -i — 

v* 



oder tgö = /2 



gegeben, ein Kegel, welchem wir schon früher begegnet sind, 31 (c). 
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Die Vektorkomponente längs der Richtung der Meridiankreise er* 
hält in diesem Falle den Wert 



rdß 



as — f-iJrsinöcosö, 



und hat also in den Punkten des Kegels (d) den Zahlenwert 

Hieraus findet man leicht den Flufs durch denjenigen Teil des 
Kegelmantels, welcher innerhalb des Abstandes r von dem Scheitel 







Fig. 12. Meridianschnitt durch ein Deform ationsfeld, das gleichzeitig 

Umdrehungsfeld ist 

liegt Dieser Teil des Kegelmantels wird durch einen Kreis mit dem 
Radius rsinö = r]/f begrenzt. Ein unendlich schmaler Ring des 
Mantels hat die Fläche 2nY\rdr. Der elementare Flufs wird 






also der ganze Flufs 
(e) 



F = 



2n 
3/3 



<M. 
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Die Radien, welche Stromröhren mit dem Flufs Ein* geben, werden 
also die Werte 



s a 3 s._ 

pfl, pfä, pfö,... p][n, ... 



haben, wo 



- i 8 Avt 



Nach diesen Zahlen bestimmt man die Schnittpunkte der in der 
Meridianebene zu zeichnenden Karren mit der Geraden (d). Die 
Kurven selbst lassen sich nach der Gleichung 65 (d*) durch eine 
einfache Linealkonstruktion finden. Sind x und y die Koordinaten 
desjenigen Punktes der Geraden (d), durch welchen die Kurven 
passieren sollen, so findet man das einem gegebenen y entsprechende x 
durch zwei nacheinander folgende Proportionalitätskonstruktionen 
im Anschluß an die Gleichung 

y y 

Die Figur 12 stellt ein in dieser Weise gefundenes Kurven- 
system in einer Meridianebene dar, welches bei Rotation um die 
horizontale Symmetrieachse Röhren gleichen Flusses erzeugt. 

57. Reoiproke Relationen zwischen den Geschwindigkeiten in 
xwei Punkten des Deformationsfeldes. — Wir wollen jetzt die Ge- 
schwindigkeiten in zwei Punkten x , y , x und x l ,y 1 ,x l des Deforma- 
tionsfeldes vergleichen. Die rechtwinkligen Komponenten derselben 
werden, wenn wir die Hauptdeformationsachsen als Koordinaten- 
achsen benutzen 

(8). = **' (8), = *** 
(ff), = *•*» (Ifl = *•*»• 

Multiplicieren wir die ersten drei Gleichungen mit x x , y x , z lf die 
zweiten drei Gleichungen mit x , y , x und addieren, so ergiebt sich 

69.* + 69.* + 69.* - 69.*+ (S)* + (SK 
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Nennen wir die Resultantgeschwindigkeiten in den beiden Punkten 
g und g x , die Vektorradien dieser Punkte r und r x und die Winkel 
des einen Eadius Vektor mit der anderen Geschwindigkeit g , r x 
und g v r 0J so läfst sich diese Relation 

(a) ^o r i c08 (^o^i) Ä 9i r cos {g v r ) 
schreiben. 

Specialisieren wir durch die Annahme r x = r , so dafs wir 
Geschwindigkeiten in gleichem Abstand vom Feldcentrum vergleichen, 
so wird die Relation 

(b) 0o CO8 U)> r i) Ä £i c °s(Si>r )- 

Drehen wir jetzt den Radiusvektor r v so ändert sich auf der linken 
Seite nur der eine Faktor cos(^ ,r x ), auf der rechten dagegen beide 
Faktoren g x und Gos(g 19 r ). Die linke Seite passiert durch ein Maxi- 
mum, wenn der Winkel (^o,^) gleich Null ist, und die Gleichung 
also die Form 

( c ) 9 = 9iW*{g l$ r ) 

hat In diesem Falle mufs auch die rechte Seite ein Maximum haben, 
und wir finden das Resultat: 

Der geometrische Ort derjenigen Punkte, für welche die Geschwindig- 
keit g x die gröfste Projektion auf einen gegebenen Radiusvektor r hat, 
ist derjenige Radiusvektor r x , welcher parallel zur Richtung der Ge- 
schwindigkeit g ist. 

58. Zusammengesetztes Parallel- und Deformationsfeld. — Wir 

betrachten jetzt das zusammengesetzte Feld, dessen Potential 

(a) q> = «ft + <p 2 

durch Superposition der Potentiale des Parallelfeldes und des 
Deformationsfeldes entsteht 

Die Äquipotentialflächen (p = const sind in diesem Falle noch 
Flächen zweiten Grades, genau wie im einfachen Deformationsfeld. 
Nur werden sie nicht mehr ihren Mittelpunkt im Entwickelungs- 
centrum a, b, c haben, da in der Gleichung der Flächen auch lineare 
Glieder vorkommen. Das zusammengesetzte Parallel- und Defor- 
mationsfeld (a) wird also mit einem Teile des einfachen Deformations- 
feldes 63 (a) identisch sein, welcher mit passender Begrenzung 

Bjhkknk, Vorlegungen. I. 6 
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and in passendem Abstand von dem Deformationscentrum aus- 
geschnitten wird. 

Betrachten wir besonders zwei typische, für uns im folgenden 
wichtige Specialfälle. 

Am weitesten links in der Fig. 12 haben die Stromlinien den 
in Fig. 13 wiedergegebenen Verlauf. Man hat hier eine centrale 
gerade Stromlinie, welche von schwach gekrümmten, voneinander 
divergierenden Stromlinien umgeben ist Die Stromintensität nimmt 
ab mit zunehmendem Abstand der Stromlinien voneinander, so dafs 
der divergierende Strom auch als ein Strom bezeichnet werden kann, 
dessen Intensität in der Sichtung des Stromes abnimmt Durch Ver- 
änderung des Vorzeichens erhalten wir einen konvergierenden Stroin, 
dessen Intensität in der Stromrichtung zunimmt 





Fig. 18. Divergierender Strom. 

Man überzeugt sich leicht, dafs man dieses Bild eines diver- 
gierenden Stromes erhält, wenn man die Fig. 9 und 12 mit zusammen- 
fallenden Rotationsachsen aufeinander legt, und die Superpositions- 
konstruktion ausführt Noch allgemeiner erhält man einen Strom 
mit einer centralen geraden Stromlinie, welche von schwach ge- 
krümmten divergierenden oder konvergierenden Stromlinien umgeben 
ist, indem man ein Parallelfeld und ein Deformationsfeld in solcher 
Weise superponiert, dafs eine der Hauptdeformationsachsen mit einer 
Stromlinie des Parallelfeldes zusammenfällt 

Betrachten wir andererseits ein Gebiet aus der Fig. 11, welches 
symmetrisch zur Halbierungslinie eines der vier Quadranten der 
Figur liegt, so finden wir ein Strombild wie Fig. 14. Die Strom- 
linien sind alle nach derselben Seite und ungefähr gleich stark ge- 
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krümmt, so dafs sie angenähert parallel verlaufen. Die Strom- 
intensität verändert sich deshalb nicht mehr, wie im vorhergehenden 
Falle, längs der Stromrichtung, sondern in der Richtung senkrecht 
zu den Stromlinien, und zwar ist die Stromintensität, wie aus den 
Eigenschaften des einfachen Deformationsfeldes ersichtlich, am gröfsten 
auf der konkaven Seite der Kurven. 

Diesen gekrümmten Strom erhält man durch die Superpositions- 
konstruktion, wenn man auf die äquidistant gezeichneten Stromlinien 
des Parallelfeldes die Fig. 1 1 in solcher Weise legt, dafs die Haupt- 
deformationsachsen einen Winkel von 45° mit den Geraden des 
Parallelfeldes bilden. 

Nach dieser Betrachtung zweier einfacher Grenzfälle erkennt 
man leicht, dafs, wenn man in beliebiger Weise ein Deformations- 




Fig. 14. Gekrümmter Strom. 

feld einem Parallelfeld superponiert, im allgemeinen ein Feld ent- 
steht, das gleichzeitig gekrümmte und divergierende Stromlinien hat, 
und dessen Intensität in einer zum Strom schiefen Richtung sich ändert 



59. Die Darstellung eines beliebigen Potentialstromes durch eine 
Entwickelung nach raumliehen Kugelfunktionen. — Man wird aus 
den eben angestellten Betrachtungen ersehen, wie man durch Super- 
position eines Parallel- und Deformationsfeldes ganz beliebige Ge- 
biete eines beliebigen potentiellen Stromfeldes angenähert darstellen 
kann, vorausgesetzt, dafs diese Gebiete hinlänglich klein sind. 

Ein beliebiges Stück des Radialfeldes Fig. 1, welches eine 
volumändernde Kugel umgiebt, wird man durch ein zusammengesetztes 
Parallel- und Deformationsfeld von dem in Fig. 18 gegebenen Typus 

6* 
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darstellen können. Ein Stück des die verlängerte Achse der fort- 
schreitenden Kugel Fig. 7 umgebenden Feldes wird durch dasselbe 
Feld Fig. 13 angenähert dargestellt. In ähnlicher Weise wird das 
gekrümmte Feld der Fig. 14 zur Darstellung des Stromes in einem 
begrenzten Gebiet, dessen Mittelpunkt auf der verlängerten Äquatorial- 
ebene der fortschreitenden Engel liegt, dienen. Durch andere 
Zusammensetzungen von Parallel- und Deformationsfeldern erreicht 
man die angenäherte Darstellung beliebiger anderer Teile der durch 
die Fig. 1, 2, 3, 7, 8 dargestellten Felder oder der mehr zusammen- 
gesetzten, die durch beliebig viele Kugeln erzeugt werden können. 
In der Umgebung der neutralen Punkte der Fig. 2 und 8 wird dabei 
nur das Deformationsfeld zur Verwendung kommen. 

Zu dieser angenäherten Darstellung begrenzter Teile des ge- 
gebenen Stromes gelangt man also immer einfach in der Weise, dafs 
man das gegebene Potential q> des Stromes nach Taylor's Theorem 
in der Umgebung eines gewählten Punktes a,b,c entwickelt, und die 
Glieder dritter und höherer Ordnung vernachlässigt 

Noch genaueren Anschlufs an das gegebene Feld wird man 
erhalten können, wenn man in der Reihe 51 (a) das Glied <p B und die 
folgenden höheren Glieder mitnimmt Die Felder, die durch diese 
räumlichen Kugelfunktionen dritten und höheren Grades dargestellt 
werden, oder die höheren Deformationsfelder, wie wir sie nennen 
werden, lassen sich genau wie das lineare Deformationsfeld diskutieren, 
und zeigen Eigenschaften, welche an diejenigen dieses Feldes er- 
innern. Wir werden aber diese Diskussionen nicht durchführen, da 
wir im folgenden diese Felder nie in expliciter Rechnung be- 
rücksichtigen brauchen. 



Fünfter Abschnitt. 

Allgemeinstes Aktionspotential einer Kugel. 

60. Deflnitionseigenschaften der räumlichen Kugelfunktionen. 
— Wir sind oben zwei Klassen von räumlichen Kugelfunktionen 
begegnet, denjenigen positiven und denjenigen negativen Grades. Eine 
Kugelfunktion vom ganzen positiven Grade n war einfach ein ho- 
mogenes Polynom n* Grades in x — a, y— b, % — c und mit 2n+l 
wesentlichen Konstanten (51). Die Kugelfunktion vom negativen 
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Grade — (n + 1 ) konnte durch n-malige axiale Differentiation des 
reciproken Abstandes gebildet werden, und hatte sonst die Form 
eines homogenen Polynoms vom n* 8 * Grade mit 2 n + 1 wesent- 
lichen Konstanten, welches mit r-< 2 * +1 ) multipliciert war (28). 

In beiden Fällen begegnen wir also einem Polynom vom posi- 
tiven Grade n mit 2 n + 1 Konstanten. Wir werden n die gemein- 
schaftliche Ordnungszahl dieser Funktionen nennen, welche die 
voneinander verschiedenen Grade n und — (n+1) haben. Eine 
äufsere Verwandtschaft der Kugelfunktionen gleicher Ordnung, aber 
verschiedenen Grades, tritt also sofort zu Tage. Ein allgemeiner 
Satz wird uns bald gestatten, eine konstitutive Verwandtschaft unter 
Kugelfunktionen gleicher Ordnung, aber verschiedenen Grades nach- 
zuweisen, auf welcher die Anwendungen, die wir von diesen Funk- 
ionen machen werden, beruhen. Dieser Satz wird leicht aus den 
allgemeinen Definitionseigenschaften dieser Funktionen folgen. 

Nach der schon angeführten Definition einer räumlichen Kugel- 
funktion als einer homogenen Lösung der Laplace' sehen Gleichung 
mufs jede solche Funktion gleichzeitig die EuusB'sche Gleichung 
für homogene Funktionen und die LAPLACs'sche Gleichung erfüllen. 
Eine Kugelfunktion des Grades n läfst sich also definieren als eine 
Funktion, welche gleichzeitig die beiden Gleichungen 

(a) '&(. - .) + £(, - ft) + £(, - .) = n %) 

(b) V»*. - 

erfüllt, und aus diesen Gleichungen mufs man alle ihre Eigenschaften 
ableiten können. 



61. Korrespondierende räumliche Kugelfunktionen. — Bemerken 
wir erst, dafs die partiellen Ableitungen einer Potenz des Abstands- 
ausdruckes r die Werte 

/ \ dr m— 2/ \ dr «—2/ «\ dr «—2/ \ 

(ä) «¥" mr ( *~ a) > "ö7 =5mr fr" 6 *' ~d^ =smr t*-o) 

haben, so finden wir durch neue Differentiation dieser Gleichungen 
nach as, y, % und Addition 

(b) V'r* - {m+l)mr m - 2 . 

Weiter sieht man unmittelbar, dafs das V* eines Produktes von 
zwei Funktionen <p und ip die Form 
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V a 9>t// = 1// v a y + 9> V a V 

\öa? dx dy dy dx dx \ 

hat Substituieren wir in dieser Gleichung 

(d) y - Cr m , <p =qp n , 

wo C eine beliebige Konstante ist und (p n eine räumliche Kugel- 
funktion n**" Grades ist, wobei n positiv oder negativ sein kann, 
so findet man sofort den Wert der ersten Zeile von (c), da V a qp„ = 0, 
und da V a r~ durch (b) gegeben ist. In der zweiten Zeile von (c) 
substituiert man (a), und benützt die Eigenschaft 60 (a), welche <p n 
als homogene Funktion des n*® 1 Grades besitzt Es ergiebt sich dann 



V 2 Cr*<p n = Gm{m+l + 2n)r n " 2 <p i 



Der Ausdruck rechts verschwindet identisch in zwei Fällen: erstens, 
wenn m = 0, was zu dem Ausgangspunkte zurückführt, dafs <p n 
eine Lösung der LAPLACE'schen Gleichung ist; dann zweitens, wenn 

m = — (2n+ 1). 

Folglich besteht die Gleichung 

(e) ^Gr-Q** 1 )^ = 0. 

Das Produkt (7r- < 2w+1 >qp B ist also eine Lösung der LAPLACE'schen 
Gleichung, und da es zugleich homogen vom Grade — (n + 1 ) ist 
stellt es eine räumliche Kugelfunktion vom Grade — (n + 1) dar: 

Wir finden also das folgende Resultat: 

Aus einer räumlichen Kugelfunktion n Um Grades kann man durch 
Multiplikation mit r~( 2n+1 > und einer beliebigen Konstanten eine neue 
Kugelfunktion vom Grade — {n + 1) bilden. 

Wenden wir dieses Prinzip auf die allgemeinste Kugelfunktion 
vom positiven Grade n an, also auf das Polynom <p n , so kommen 
wir zu der polaren Kugelfunktion qt>_ (n+1) . Wenden wir nachher 
das Prinzip auf diese polare Kugelfunktion an, so kommen wir zu 
einer Funktion von dem positiven Grade n zurück, welche sich 
höchstens um einen konstanten Faktor von dem Polynom cp n unter- 
scheiden kann. 
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Die in dieser Weise ineinander überführbaren räumlichen Kugel- 
funktionen, die, wie man sieht, immer gleicher Ordnung sind, werden 
wir korrespondierende Kugelfunktionen nennen. 

62. Solenoidal und potentiell korrespondierende Kugelfonktionen. 
— Es stelle (p n ein Vektorfeld auf der einen, und <p, n+1) auf 
der anderen Seite einer Kugelfläche mit dem Radius d um den 
Punkt a,b,c dar. 

Wählt man in der Formel 61 (f) G = d 2n+ \ so erhält man die 
beiden genauer bestimmten korrespondierenden Kugelfunktionen 

welche an der Kugelfläche r = d identisch dieselben Werte haben. 
An der Grenzfläche wird dann die potentielle Grenzflächenbedingung 
(9) erfüllt, und wir können daher die beiden Funktionen (a) potentiell 
korrespondierend nennen. 

Andererseits bemerken wir, dafs die Vektorkomponente in der 
Richtung des Radiusvektor im Felde einer Kugelfunktion cp n den 
Wert 

/iv d<p H d<p n x — a dq> n y—b . ög>„ * — e 

hat, welcher nach Umformung der rechten Seite, unter Benutzung 
der Homogenitätseigenschaft 60 (a), die Form 

annimmt 

Die Vektorkomponenten normal zur Kugelfläche r = d in den 
Vektorfeldern der korrespondierenden Kugelfunktionen cp n und 9> _ (n+1) 
werden also 

( d ) £?» und -^V-c+d- 

Ersetzen wir <p, n . X) durch den Ausdruck 61 (f) und verlangen 
Identität der Normalkomponenten, so finden wir 

(e) C h*** 1 - 

Die korrespondierenden Kugelfunktionen 

Vn md <P-(, + i) Ä ~ Sin pü+i <Pn 
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stellen also Vektorfelder dar, welche an der Grenzfläche r — d ein- 
ander solenoidal fortsetzen, und wir können deshalb die Funktionen (f) 
solenoidal korrespondierend nennen. 

63. Allgemeinstes Aktionspotential einer KugeL — Das Potential 
<p der gegebenen Bewegung im Innern der Engel, auf welchem die 
Bewegungserscheinung in der Flüssigkeit beruht, werden wir im 
folgenden das innere Aktionspotential der Kugel nennen. Das 
Potential <p der anschliefsenden Bewegung im äufseren Baume soll 
das äufsere Aktionspotential der Kugel heifsen. 

Das innere Aktionspotential haben wir bisher im allgemeinsten 
Falle von der Form 35 (a) vorausgesetzt, so dafs die Bewegung im 
Innern der Kugel aus einer homogenen Expansion und einer Trans- 
lation zusammengesetzt war. Von den Potentialen dieser beiden 
Partialbewegungen war dasjenige der Expansion 18 (a) keine Kugel- 
funktion, während dasjenige der Translation 30 (a^ eine räumliche 
Kugelfunktion ersten Grades war. 

Ehe wir das Problem von der Bewegung einer Kugel mit dem 
inneren Aktionspotential 35 (a) in einem Strome behandeln, ist es 
zweckmäßig, erst den Fall zu betrachten, dafs das innere Aktions- 
potential durch die allgemeine Entwicklung 

(a) 4> g = -i£<£+ #! + «>, + ....#» + ... 

gegeben ist, wo also das erste Glied das Expansionsfeld, das zweite 
das Translationsfeld, und die folgenden die Kugelfunktionsfelder der 
nacheinander folgenden Ordnungen darstellen. 

Nur die zwei ersten Glieder, die wir schon früher betrachtet 
haben, lassen sich durch die vier Koordinaten der Kugel a , b , c , d 

^^ w W «r 9 

und die entsprechenden vier Geschwindigkeitskomponenten ausdrücken, 
und lassen deshalb während der Bewegung die Kugelform unver- 
ändert Die allgemeine Bewegung (a) ist also eine solche, bei 
welcher die Kugelform nicht erhalten bleiben kann. Wir betrachten 
deshalb nur den Zeitpunkt, wo der Körper, welcher die Bewegung (a) 
hat, durch die Kugelform passiert, und fragen nach der anschliefsen- 
den Bewegung in der umgebenden Flüssigkeit 

Das Prinzip von den solenoidal korrespondierenden Kugel- 
funktionen gestattet sofort das Potential dieser Bewegung aufzu- 
stellen, denn in der Reihe 

rf* m d* d* m €p n+1 
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bildet jedes Glied die solenoidale Fortsetzung des entsprechenden 
Gliedes der Reihe (a). 

Bewegt sich der Körper unter Erhaltung der Kugelform, so 
reduciert sich diese Reihe auf die früher betrachteten zwei ersten 
Glieder. 

64. Deformationsbewegung der Kugel — Die beiden ersten 
Glieder der obigen Reihen haben wir schon diskutiert Das erste 
Glied beider Reihen entsprach dem Falle einer inneren Expansions- 
bewegung und eines äufeeren Radialstromes (Fig. 1). Das zweite 
Glied entsprach dem Falle einer inneren Translationsbewegung und 
des entsprechenden Stromes, welche durch die Figur 7 dargestellt 
sind. Betrachten wir jetzt den Fall, dafs sich die ganze Bewegung 
innerhalb der Kugel auf die durch das dritte Glied der Reihe 63 (a) 
dargestellte reduciert, so dafs die Bewegung innerhalb und aufser- 
halb der Kugel durch die Potentiale 

(a) 4> - 0,, 9 = -fjtf», 

dargestellt wird. 

<Z>3 stellt ein Deformationsfeld innerhalb des Körpers dar, und 
<p die anschliefsende Bewegung im äufseren Räume im Augenblick, 
wo der Körper durch die Kugelform passiert Beschränken wir uns 
auf den Fall, dafs dieses Deformationsfeld ein Rotationsfeld ist, 
so können wir auch 0, in der Form 56 (c) 

(b) <P a = i*r»(fcoB»0-i) 

schreiben, welches durch die Stromröhren der Figur 12 dargestellt 
ist Das entsprechende äufsere Feld wird durch das Potential 

(C) <p - -irf|S(|COB»fl-i) 

gegeben. Bildet man die Vektorkomponenten längs Radiusvektor und 
Meridian, setzt sie in die auf Polarkoordinaten transformierte Diffe- 
rentialgleichung der Vektorkurven 29 (b) ein und integriert, so findet 
man als Gleichung der Vektorkurven 

(d) r* - K* sin 2 6 cos 6 . 

Diese Kurven lassen sich, wie die entsprechenden im inneren 
Räume, in sehr zweckmässiger Weise mit Hilfe von Lineal und 
Zirkel konstruieren. Man führt dann die doppelten Winkel ein, 
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Z*sin0sin20, 



und schreibt diese Gleichung in der Form 



K\r = r:Jrsindsm20. 



Zur Konstruktion dienen zwei feste Kreise, einer mit dem Feld- 
centrum als Mittelpunkt und dem Radius K, und einer, der durch 
(Jaroi das Feldcentrum geht, seinen Mittelpunkt auf der Rotations- 
achse OX und K als Diameter hat Der beliebig gewählte Winkel 
wird von beiden Schenkeln des rechten Winkels XOT aus abge- 
tragen, so dafs zwischen den Schenkeln dieser beiden Winkel der 

Winkel AOÄ = y-20 entsteht Die Projektion von OA auf 

OÄ giebt dann OB = 2Tsin20, die Projektion dieser Linie auf OX 

giebt IT sin sin 20. Die zu dieser 
Projektion benutzte Perpendikuläre 
auf OX schneidet den kleineren 
Hilfszirkel in Punkt 0, so dafs 
= r die gesuchte dritte Pro- 
portionale zu den Längen K und 
2Tsin0sin20 wird. Diese wird 
schliefslich auf OA abgetragen. 
Die in der Figur punktierte ge- 
brochene Linie AB CD führt also 
zu dem gesuchten Kurvenpunkte 
D. Die Linien OA und OÄ 
können noch zur Aufsuchung eines 
zweiten Punktes der Kurve dienen, 

indem man in ganz entsprechender Weise die gebrochene Linie 

Ä& CD' zeichnet 

Wegen der Symmetrie braucht man nur die Kurve in einem 
Quadranten zu konstruieren, und wegen der Ähnlichkeit aller Kurven 
unter sich findet man eine beliebige neue Kurve durch proportionale 
Verlängerung aller Vektorradien. 

Ist erst das Deformationsfeld im Innern der Kugel gezeichnet, 
so findet man durch Umkehrung der angegebenen Konstruktion 
das K einer Kurve im äufseren Räume, welche eine gegebene Kurve 
im inneren Räume fortsetzt Man kann auch leicht diese K durch 
Berechnung des Vektorflusses durch den Kegel <jp = oder tg = /2 
finden. Dabei ergiebt sich besonders, dafs die Kurven die Gerade 




Fig. 15. 
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tgö = /2 in Abständen von dem Feldcentrmn schneiden, die sich 
wie die Zahlen 

liii 

Vi 9 yV yV'yi''"' 

verhalten. 

Man kommt in dieser Weise zu der Figur 16, welche die De- 
formationsbewegung der Kugel und die anschließende Bewegung 
der Flüssigkeit durch Vektorröhren darstellt Die Röhren werden 
erzeugt, wenn die Figur um die horizontale Symmetrieachse rotiert 
Setzt sich die Bewegung fort, so wird die Eugel ellipsoidische Form 




Fig. 16. Feld einer Kugel mit Defonnationabewegnng. 

annehmen, und die Darstellung ist nur streng gültig im Augenblicke, 
wo das EUipsoid durch die Kugelform hindurchgeht Besteht aber 
die Bewegung in kleinen Schwingungen des Ellipsoids um die Kugel- 
form, so wird die Figur eine Darstellung der Bewegung geben, die 
um so genauer ist, je kleinere Amplituden die Schwingungen haben. 
In ähnlicher Weise kann man die höheren Glieder im Aus- 
drucke des allgemeinsten Aktionspotentials einer Kugel diskutieren. 
Wir gehen aber darauf nicht ein, da dieselben in unsere ezpliciten 
Rechnungen nie eingehen werden. 
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Sechster Abschnitt. 

Allgemeinstes Reaktlonspotential einer Engel. Eine Engel 

in einem beliebigen Strome. 

65. Allgemeinstes Reaktionspotential einer KugeL — Das Poten- 
tial eines gegebenen Stromes sei <p Y \ wir entwickeln dasselbe nach 
räumlichen Kugelfunktionen positiven Grades in der Umgebung 
der Stelle g: 

(a) q) Y = <p + 9^ + q> 2 +....+ qp B + . . . . 

Denken wir uns dann eine Kugel gegeben in ursprünglich 
ruhender Flüssigkeit, und mit einer inneren Bewegung, welche der 
Bewegung (a) entgegengesetzt gleich ist, so hat diese Kugel das 
innere Aktionspotential 

(b) - <p Y 

und wird in der umgebenden Flüssigkeit eine Bewegung erzeugen, 
welche nach 63 (b) das Potential 



(c) <p rg = \~-±cp x + f^y 2 + ... + ^-A__ 9 p n + ... 

9 9 9 

hat 1 

Nachdem wir diese Partialbewegungen definiert haben, betrachten 
wir eine zusammengesetzte Bewegung, welche dadurch entsteht, dafs 
wir derjenigen Bewegung, welche durch — <p Y innerhalb, und durch 
<p 7 g au&erhalb der Eugel gegeben ist, die durch das Potential <p r 
gegebene Bewegung (a) superponieren. Innerhalb und aufserhalb 
der Kugel erhalten wir dann Bewegungen, welche beziehungsweise 
durch die Potentiale 

= 

(d) 

<p « <p r + (p rg 

dargestellt werden. Das heifst, innerhalb der Kugel herrscht Buhe, 



1 Vergl. C. A. Bjkbxheb, Sur le mouvement simultan^ etc., Formel (19). 
Man erinnere sich dabei an die Relation <p H = r" X* , welche zwischen der 
rftumlichen Kugelfunktion q> % und der entsprechenden Kugelflftchenfonktion X* 
besteht 
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und aufserhalb eine Bewegung mit dem Potential tp, welches explicite 
geschrieben die Form 

<P - 9o + (l +*$■)% + (l + f -£)%+••• 
(e) 

annimmt 

Die in dieser Weise gefundene Lösung können wir folgender- 
maßen deuten: <p r stellt einen ursprünglich gegebenen Strom dar, 
den Einfallsstrom. In denselben wird eine ruhende Kugel ein- 
gebracht, welche ein Hindernis bildet <p ist das Potential der 
dadurch entstehenden zusammengesetzten Bewegung der Flüssigkeit, 
und cp rg ist das Potential derjenigen Partialbewegung der Flüssig- 
keit, welche auf dem Vorhandensein der Eugel beruht Dieses Po- 
tential werden wir das Reflex- oder Reaktionspotential nennen; 
der entsprechende Strom ist der von der Eugel herrührende Reflex- 
oder Reaktionsstrom. Einfallsstrom und Reflexstrom bilden 
zusammen einen tangentiell zur Oberfläche der Eugel verlaufenden 
Strom. Setzt man den Radius der Eugel gleich Null, so verschwindet 
der Reflexstrom, und die ganze Bewegung reduciert sich auf den 
ursprünglichen Einfallsstrom. Die gegebene Entwickelung enthält 
die folgende einfache Regel für die Bildung des Reflex- oder Re- 
aktionspotentials : 

Das Potential des Beflexstromes einer Kugel gegen einen beliebigen 
MnfaUssirom ist mit dem äußeren Aktionspotential der Kugel identisch, 
wenn man derselben einen inneren Aktionsstrom giebt, welcher dem Ein- 
faUsstrom entgegengesetzt gleich ist 



66. Zusammensetzung von Aktions- und EeaktionspotentiaL — 
Superponieren wir jetzt die Lösungen 63 (a) und (b) für die bewegte 
Eugel in ursprünglich ruhender Flüssigkeit und 65 (d) für die ruhende 
Eugel im Strom, so ergiebt sich eine Bewegung, welche innerhalb, 
beziehungsweise aufserhalb der Eugel durch die Potentiale 

(a) = g 

(b) tp = <p g + (qp y + qp w ) 
dargestellt wird. Oder explicite 
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( c ) *=i4^ + *i+ *,+ ...+ 



(d) 







*.+ ■ 


• •• 


n 

n+1 




*.- 


• • • 


n 


«^■ +1 > 


I»4. 





Diese Lösung läfst sich in der Weise deuten, dafs eine Kugel, 
deren innerer Bewegungszustand durch das Potential <P gegeben ist, 
durch eine Flüssigkeit fortschreitet, welche eine von dem Vorhanden- 
sein und der Bewegung der Eugel unabhängige, durch das Potential 
cp r dargestellte Bewegung besitzt 

Das Potential q> der unter diesen Verhältnissen gebildeten Be- 
wegung der Flüssigkeit ist in Formel (d) in solcher Weise geschrieben, 
dafs die erste Zeile rechts das Potential derjenigen Bewegung dar- 
stellt, welche die Eugel in ruhender Flüssigkeit erzeugen würde, 
während die zweite den durch das Vorhandensein der ruhenden 
Eugel modificierten äufseren Strom darstellt 

Die Entwickelung läfst sich auch 

<p - -—d 

+ Vi + V* +— + Vn + — 

schreiben. Die dritte Zeile stellt hier den Einfallsstrom dar. Die 
vorhergenden Glieder stellen das äufsere Aktionspotential einer Eugel 
63 (b) dar, nur dafs nicht mehr die partiellen Potentiale <t> v <P a , . . . 
der absoluten inneren Bewegung der Eugel in der Formel auftreten, 
sondern die Differenzen X — <p x , tf> 2 — <p 2 , ... welche den über- 
schufs der Bewegung der Eugel über diejenige des Einfallsstromes 
darstellen. Besteht kein solcher Unterschied, d. h. ist d = 0, 
X — g) x =s 0, . .., so kommt es zu keinem Konflikt zwischen 
Eugel und Einfallsstrom, und der letztere erleidet durch das Vor- 
handensein der Eugel keine Modifikation. 

Wenn sich die Eugel unter Erhaltung der Kugelform bewegt, 
wird sich die Entwickelung (a) des inneren Potentiales <P auf die 
beiden ersten Glieder beschränken, und in der Entwickelung (d) wird 
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die erste Zeile sich ebenfalls auf die zwei ersten Glieder reducieren, 
während die Glieder der zweiten Zeile sich unbegrenzt fortsetzen. 
In der Form (d) oder (e) kann man immer das Potential der 
Flüssigkeitsbewegung in der Umgebung einer beliebigen Kugel g des 
Kugelsystems darstellen, wenn <l> g das innere Aktionspotential der 
Kugel ist, und cp Y das Potential desjenigen Einfallsstromes, welcher 
auf dem Vorhandensein und der Bewegung der n — 1 anderen 
Kugeln beruht 

67. Die Kugel unveränderlichen Volumens im Parallelfeld. — 

Bewegt sich die Kugel nur translatorisch und ohne Expansion, also 
mit dem inneren Aktionspotential 

(a) X = d(x — a) + 6(y — b) + 6(x - o) 

in einem Einfallsstrom, welcher einfach ein Parallelstrom mit dem 
Potential 

(b) (ft - ü{x - a) + ß{y - b) + y {z - o) 

ist, so wird nach 66 (d) das Potential der in der Flüssigkeit er- 
zeugten Geschwindigkeit 

(c) <p - -^*^ + (i + 1 *)^. 

Das erste Glied ist das äufsere Aktionspotential, welches auf der 
Translationsbewegung, der Kugel beruht, während das letzte Glied 
das Potential der im Parallelstrom ruhenden Kugel darstellt 

Das Potential läfst sich auch nach Analogie von 66 (e) in der 
Form 

(d) <P = 9i-\^i-9i) 
schreiben, oder explicite 

q> = ä{x — a) + ß(y — b) + ?{% — o) 
(e) 

Das erste Glied stellt hier das äufsere Parallelfeld dar, während 
das zweite Glied das Potential der Kugel in ihrer Bewegung relativ 
zu dem Parallelstrom ausdrückt Die Formel zeigt, wie zu erwarten 
war, dafs die Kugel auf die Bewegung der Flüssigkeit dann, und 
nur dann, einen Einflufs haben wird, wenn sie eine Geschwindigkeit 
d — ä, £ — ß, ö — y relativ zu dem gegebenen Parallelstrom hat. 
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Das Potential derjenigen Partialbewegung, welche auf dem Vor- 
handensein und der Bewegung der Kugel beruht, hat den Ausdruck: 

(*) -l£[(d-*){x-a) + {b-ß){!,-b) + {6-t){M-ö)} 

und ist also das Potential einer Kugel, welche sich mit einer abso- 
luten Geschwindigkeit d — ä, h — ß, 6 — f in einer ursprünglich 
ruhenden Flüssigkeit bewegt 

68. Allgemeinste Definition der Aktionsgeschwindigkeit und 
des Aktionsmomentes« — Die relative Geschwindigkeit 

(a) d-d, b-ß, ö-y, 

auf welcher das Eingreifen der Kugel in die Bewegung der Flüssig- 
keit beruht, werden wir die Konfliktgeschwindigkeit nennen. 
Die Definition dieser Gröfse ist also: 

(A) Die Konfliktgeschtcindigkeü ist die Geschwindigkeit des Mutet- 
ptmktes der Kugel relativ zu dem Einfallsstrom. 

Einer in ruhender Flüssigkeit mit der absoluten Geschwindig- 
keit (a) bewegten Kugel würden wir nach unseren vorhergehenden 
Definitionen (33) die Aktionsgeschwindigkeit 

(b) /-!(*-*), 4-|(t-ß. k-\[fi-t) 

zuschreiben, und die Tangentialkomponente dieser Geschwindigkeit 
würde die Gleitungsgeschwindigkeit an der Oberfläche der Kugel sein. 

Teilen wir aber jetzt allen Punkten innerhalb und aufserhalb 
der Kugel die gemeinschaftliche Geschwindigkeit ä, ß, y mit, so 
erhalten wir innerhalb der Kugel die Geschwindigkeit d, b, ö, und 
aufserhalb die durch das Potential 67 (e) dargestellte Bewegung. 
Durch die Mitteilung dieser gemeinschaftlichen Geschwindigkeit 
ändert sich die relative von Kugel und Flüssigkeit nicht, und die 
Gleitungsgeschwindigkeit bleibt also fortwährend die Tangential- 
komponente der Geschwindigkeit (b). 

Die Geschwindigkeit (b) hat alsQ in dem hier vorliegenden 
Problem genau dieselbe Bedeutung, a» die specieller definierte 33 (a) 
im Problem von der in ruhender Flüssigkeit bewegten Kugel. Wir 
können deshalb eine neue, verallgemeinerte Definition aufstellen, 
welche die ältere (33) als Specialfall umfaßt Dabei legen wir die 
durch (A) definierte Konfliktgeschwindigkeit zu Grunde. 
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(B) Die AktionsgeschtoindigkeU einer in einem Strome bewegten Kugel 
ist die mit dem Faktor $- multiplizierte Konfliktgesokwindigkeit. 

Kommt kein äufserer Strom vor, so reduziert sich die Konflikt- 
geschwindigkeit auf die aktuelle Geschwindigkeit der Kugel, und wir 
kommen auf die frühere Definition zurück. Ist dagegen die Kugel 
in Ruhe, so reduziert sich die Konfliktgeschwindigkeit auf das 1 fache, 
und die Aktionsgeschwindigkeit der ruhenden Kugel auf das ■§■ fache 
der negativ genommenen Geschwindigkeit des Parallelstromes. 

Unter den früher aufgestellten Definitionen des Aktionsmomentes 
ist die in 33 gegebene so gewählt, dafs sie auch nach den jetzt 
vorgenommenen Verallgemeinerungen brauchbar bleibt Als immer 
gültige Definition behalten wir also die folgende: 

(G) Das kinematische Aktionsmoment der Kugel ist das Produkt der 
Aktionsgesckwindigkeit in das Volumen der KugeL 

Als Definitionsgleichungen können also immer 

(c) & = fE, Ö » §E, 6 » hE, 

oder 

(c') if = |(4 -<*)-», Ö = |(6 -ß)E, 6 = W~Y)E 

dienen, und diese Gröfsen werden immer den Übergang zur Vor- 
stellung von dem volumändernden Kugelpaare vermitteln. Dieselben 
gestalten das Potential 67 (e) der im Parallelfelde bewegten Kugel 
in der Form 

(d) y-iH + Mt/H- ^^t' 1 '^ 

zu schreiben. 

69. Der Fall, dafs die Translationsrichtungen der Kugel und 
des Feldes zusammenfallen. — Das Feld wird nur dann ein Um- 
drehungsfeld, wenn die Geschwindigkeiten d, b, ö der Kugel und 
d, ß, y der Flüssigkeit gleichgerichtet sind. Führen wir unter diesen 
Voraussetzungen in 67 (e) Polarkoordinaten ein, so wird das Potential 

(a) tp = |dr-| — (*-tf)Jcosö. 

Zur Darstellung dieses für uns besonders wichtigen Feldes 
durch Vektorröhren gelangt man durch die Superpositionskonstruk- 
tion, wenn man die Figuren 7 und 9 aufeinander legt 

Bjbbkxbb, Vorlesungen. I. 1 
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Wir bemerken zunächst, dafs die Äquipotentialfläche <jp = dieses 
Feldes aus zwei Teilen besteht, nämlich aus der Ebene cosö = 0, 
das heifst der Äquatorebene der Kugel, und aus einer Kugel 



« ' - rfg 



Diese Kugel besteht überhaupt nur, wenn die Wurzel positiv ist, 
das heifst, so lange die Konfliktgeschwindigkeit 5 — ö dasselbe Vor- 
zeichen hat als die Geschwindigkeit a des Parallelstromes. Die erste 
Bedingung für die Existenz dieser kugelförmigen Äquipotentialfläche 
wird also, dafs sich die Kugel mit dem Strome und schneller als 
derselbe bewegt Aufserdem wird sie, solange die Wurzel kleiner als 
Eins ist, nur der virtuellen Fortsetzung des äufseren Feldes im In- 
neren der Kugel angehören. Ist die Wurzel gleich Eins, das heifs ist 

(c) & *- 3tf, 

so dafe die Kugel dreimal so schnell als der Strom läuft, so wird 
der Radius der kugelförmigen Äquipotentialfläche mit der Kugel- 
oberfläche zusammenfallen. Bewegt sich die Kugel noch schneller, 
so dafs § gröfser als 3 & ist, so wird die kugelförmige Äquipotential- 
fläche ins reelle Flüssigkeitsfeld hinaustreten. 

Wird aber die Konfliktgeschwindigkeit ä — & negativ, so dafs 
sich die Kugel relativ zu dem Strome rückwärts bewegt, so besteht 
keine solche kugelförmige Äquipotentialfläche, weder im reellen 
Flüssigkeitsfelde, noch in der virtuellen Fortsetzung desselben inner- 
halb der Kugel In diesem Falle wird aber eine kugelförmige 
Stromröhre im Felde vorhanden sein. Die Radialgeschwindigkeit 
ist nämlich 

(f) ff - (* + £(*-*))co«fl. 

Dieselbe wird Null in der Aquatorebene = —, und außerdem 
auf der Kugelfläche 

(g) - = <y^p- 

In allen Punkten dieser Kugelfläche reduciert sich die Geschwindig- 
keit auf die Meridiankomponente, welche tangentiell zur Kugelfläche 
liegt, so dafs dieselbe den Mantel einer Stromröhre bildet Der 
Radius dieser Kugel ist Null, wenn 5 = d, so dafs die Kugel also 
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genau dem Strome folgt, and liegt zwischen und d solange S 
zwischen den Werten & und liegt, so dafs sich die Kugel mit 
dem Strome, aber langsamer als derselbe, bewegt. Ist S = 0, ist 
die Kugel also in Ruhe, so wird r = d, und die kugelförmige 
Stromröhre fallt mit der Oberfläche der Kugel zusammen. Passiert 
schließlich S durch Null, um das entgegengesetzte Vorzeichen von 
demjenigen von d anzunehmen, so dafs sich die Kugel auch im 
absoluten Sinne gegen den Strom bewegt, so tritt die kugelförmige 
Stromröhre in das reelle, äufsere Flüssigkeitsfeld hinaus, 





Fig. 17. Kugel im Parailelatrom, wenn $ > 3 fr. 

70. Bolenoidale Darstellung des Feldes. — Wir haben also 
sieben wesentlich verschiedene Fälle zu betrachten. 

1. Die Kugel bewegt sich mit dem Strome und mehr als drei- 
mal so schnell als derselbe. Dieser Fall ist durch die Figur 17 
dargestellt, wo t = 17 <r gesetzt ist Die kugelförmige Äquipotential- 
flache hat den Radius r = 2d und ist in der Figur punktiert. Inner- 
halb dieser Kugelfläche ist das Feld der fortschreitenden Kugel das 
überwiegende, außerhalb nähert sich das Stromfeld mehr und mehr 
einem ungestörten Parallelfelde. Diese Kugel wird von allen 
Stromlinien normal durchgeschnitten, mit Ausnahme einer singulären 
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Stromlinie, welche sich selbst durchschneidet in einem Punkte, wo 
die Geschwindigkeit Null ist Die beiden Zweige dieser Stromlinie 
bilden miteinander einen rechten Winkel, und mit der kugelförmigen 

Äquipotentialfläche einen Winkel von ^. Dreht sich die Figur 

um die Symmetrieachse, so werden die Kurven Stromrohren er- 
zeugen, und der neutrale Punkt wird in der verlängerten Äquatorial- 
ebene der Eugel einen Kreis beschreiben, auf dem die Geschwindig- 
keit der Flüssigkeit gleich Null ist 

2. Die Kugel bewegt sich mit dem Strome und dreimal so 
schnell als der Strom, ä = 3*. 

Fig. 18 zeigt diesen Fall, wo die kugelförmige Äquipotentialfläche 




Fig. 18. Kugel im Parallelstrom, wenn s = 8 & . 

mit der Kugelfläche zusammengefallen ist In diesem Falle enden 
also die Stromlinien alle senkrecht gegen die Oberfläche der Kugel, 
mit Ausnahme der singulären Stromlinie, welche die Kugel an dem 

Äquator unter den Winkeln ~ trifft Die an dem Äquator der 

Kugel liegenden Flüssigkeitspartikelchen haben also in diesem Falle 
die Geschwindigkeit NulL Bei der Rotation der Figur um die 
Symmetrieachse wird diese singulare Stromlinie den Mantel einer 
Stromröhre beschreiben, welche die Aquatorebene der Kugel als kleinste 
Querschnittfläche hat Da die Geschwindigkeit innerhalb der Kugel 
dreimal so grofs ist als die ungestörte Geschwindigkeit des Parallel- 
feldes in grofoen Abständen von der Kugel, so wird der Querschnitt 
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dieser Röhre in grofsen Abständen von der Kugel dreimal so groiß 
sein, als die Fläche des Äquators der Kugel. 

3. Die Kugel bewegt sich mit dem Strome mit einer Geschwindig- 
keit, welche gröfser ist als diejenige des Stromes, aber kleiner als 
dreimal so grofs. Das Feld wird dann im allgemeinen Aussehen 
demjenigen der Figur 18 ähnlich sein, nur dafs die Stromlinien weniger 
stark gegen die Oberfläche der Kugel eingebogen sind. Die kugel- 
förmige Äquipotentialfläche ist aus dem reellen Flüssigkeitsfelde 
verschwunden, und gehört der virtuellen Fortsetzung des äufseren 
Feldes im Innern der Kugel an. 

4. Die Kugel bewegt sich mit dem Strome mit derselben Ge- 
schwindigkeit als der Strom, $ = d. 




Fig. 19. Kugel im Parallelstrom, wenn & = 0. 



Die kugelförmige Äquipotentialfläche ist dann auch aus dem 
virtuellen Felde verschwunden, und die kugelförmige Stromröhre 
hat sich noch nicht gebildet. Das Parallelfeld setzt sich ungestört 
durch die Kugel fort, als wäre keine Kugel vorhanden; wir haben 
das ungestörte Parallelfeld der Figur 9. 

5. Die Kugel bewegt sich mit dem Strome, aber langsamer als 
der Strom. Die kugelförmige Stromröhre hat sich im virtuellen 
Felde innerhalb der Kugel ausgebildet, was sich dadurch zeigt, dafs 
die Stromlinien des Parallelfeldes in der Nähe der Kugel divergieren. 

6. Die Kugel ist in Buhe: ä = 0. Die kugelförmige Strom- 
röhre fällt dann mit der Kugelfläche zusammen, und man erhält 
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die Stromlinien der Figur 19, welche das Abweichen und Umbiegen 
des Stromes um das Hindernis zeigen. 

7. Die Eugel bewegt sich gegen den Strom. Die kugelförmige 
Stromröhre ist dann in das reelle Flüssigkeitsfeld hinausgetreten, 
und ist die Grenzfläche zwischen einem inneren Felde, welches über- 
wiegend dasjenige einer fortschreitenden Eugel ist, und einem äufseren 
Felde, welches überwiegend ein Parallelfeld ist In Figur 20 ist 




Fig. 20. Kugel im Parallelstrom, wenn 4 negativ ist 

5 = — 7 d gesetzt, so dafs der Radius 69 (g) der kugelförmigen 
Stromröhre gleich 2d wird. 



71. Volumändernde Kugel im Parallellfelde. — Die eben ge- 
zeichneten Felder sind symmetrisch um die gemeinschaftliche Trans- 

ebene, die Äquatorebene der Kugel Die geometrischen Symmetrie- 
Eigenschaften des Feldes stehen mit den später zu entwickelnden 
dynamischen Eigenschaften derselben in enger Beziehung. 

Die in Bezug auf die Äquatorebene bestehende Symmetrie wird 
»sofort verloren gehen, wenn die Eugel zugleich veränderliches Vo- 
lumen hat, so dafs die Potentiale innerhalb und ausserhalb die 
Formen 
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r* 



= ± — d + d(x — a) + b(y — b) + ö(z-e) 

(a) <jp = ä(x — a) + ß(y — b) + f{z — e) 

haben. Ist aber die Translationsrichtung der Kugel der Be- 
wegungsrichtung im Parallelfelde gleich oder entgegengesetzt, so 
wird das Feld ein Umdrehungsfeld bleiben, und die solenoidale 
Darstellung desselben kann gefunden werden, wenn man das Feld 
der Figur 1 auf ein Feld von der durch die Figuren 17 — 20 gegebenen 
Typen legt Dafs das einfache Parallelfeld (Fig. 9) auch zu diesen 
Typen gehört, ist dabei zu beachten. In allen Fällen mufs das 
innere Feld als ein nicht solenoidales ausgeschlossen werden. 

Besonders einfach ist der Fall, wo die Kugel in ihrer Trans- 
lation genau dem Parallelstrome folgt, so dafs d = ä, b •= ß, 6 = y 
oder & =3 &. Das Potential wird dann einfach: 

(b) <p = ä{x-a)+ß{y-b) + y{z-c)-yd, 

oder auch, wenn wir Polarkoordinaten benutzen, und gleichzeitig die 
Volumausdehnungsgeschwindigkeit 2fr einführen: 

(b') w = drcosö d = &rcosd — - — . 

Die solenoidale Darstellung dieses Feldes findet man einfach durch 
Superposition der Figuren 1 und 9, welche Radialfeld und Parallel- 
feld darstellen. Denken wir uns die Pulsationsintensität relativ 
stark, und verzichten wir, wie in den Figuren 1 — 3, auf die Dar- 
stellung der Stromlinien ganz bis zur Oberfläche der Kugel, so 
brauchen wir auch nur das Radialfeld und das Parallelfeld zu be- 
rücksichtigen, und können von den kleinen Modifikationen absehen, 
die auf der Translation der Kugel beruhen. 

Figur 21 stellt das durch diese Superpositionskonstruktion er- 
haltene Feld dar. Die Kugel ist in Expansion begriffen, und der 
Strom setzt von links nach rechts ein. Das Feld ist, wie man sieht, 
ein unsymmetrisches, links von der Kugel, wo der Parallelstrom 
gegen den Radialstrom geht, ist es mit dem Felde der Figur 2 zwi- 
schen zwei expandierenden Kugeln verwandt, auch hier tritt auf der 
•Symmetrieachse ein neutraler Punkt auf. Um den Abstand desselben 



104 



ZWEITER TEIL. SECHSTER ABSCHNITT. 



von der Kugel zu berechnen, bemerken wir, dafs nach (a) die Radial- 
komponente der Geschwindigkeit 



(c) 



ä^ = & cos 6 + -t d 



ist Auf dem negativen Teile der Symmetrieachse, für 6 = rc, wird 
diese Geschwindigkeit verschwinden, wenn 



(d) 



r = d 





Fig. 21. Volumfindernde Kugel im Parallelfeld. 

Durch diesen Punkt geht eine singulare Stromkurve parabolischer 
Form; wenn die Figur um ihre Symmetrieachse rotiert, wird sie 
eine parabolische Fläche erzeugen, in welche der ganze von der 
volumändernden Kugel ausgehende und durch den Parallelstrom 
umgebogene Radialstrom eingekapselt ist. Auf der rechten Seite 
der Kugel kommt keine neutrale Stelle vor, sondern das Feld ist 
mit demjenigen der Figur 3 zwischen einer expandierenden und 
einer kontrahierenden Kugel verwandt 

Aus der Asymmetrie dieses Feldes folgt eine wichtige einfache 
Eigenschaft, welche den eben betrachteten symmetrischen Feldern 
fehlt: Verändert man bei diesen das Vorzeichen der Geschwindigkeit 
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der Kugel oder des Parallelfeldes, so kommt man zu einem voll- 
ständig neuen Felde; beispielsweise von dem Felde der Figur 17 
zu demjenigen der Figur 20. Verändern wir aber bei den asym- 
metrischen Feldern das Vorzeichen, so bleibt das Feld sich selbst 
ähnlich, und wird nur umgelegt, so dafs der neutrale Punkt auf die 
andere Seite der Kugel fällt 

72. Ruhende oder bewegte Kugel in einem Deformationsfelde. — 
Ist der Einfallsstrom ein durch das Potential 

(a) 

+ ß Y (z—e)(y—b) + f a {z—o){x—a) + ä ß {x—a)(y—b) 

gegebener Deformationsstrom, so wird nach 65 (e) das Potential 
einer Kugel, welche sich unter Volumänderung durch dieses Feld 
bewegt, zur Zeit, wo der Mittelpunkt der Kugel sich im Feld- 
centrum befindet: 

<p = - — d 

-t*{d(x-a) + b{y-b) + ö{z-c)} + t < l+ f £)?,. 

Ist die Kugel in Buhe, so reduciert sich das Potential auf 

( c ) <P = (i +*$)%• 

Ist das Deformationsfeld um eine Achse symmetrisch, so läfst sich 
(p % nach 56 (c) in der Form 

(d) <p 2 = £dV*(|C08 8 Ö-i) 

schreiben. Die Darstellung der Stromröhren des entsprechenden 
Feldes erhält man durch die Superpositionskonstruktion aus den 
Figuren 12 und 16; es ergiebt sich eine Figur, in der die Strom- 
linien des Deformationsfeldes sich um die Kugel herumbiegen, in ähn- 
licher Weise, wie in der Figur 19 die Stromlinien des Parallelfeldes. 
Denken wir uns jetzt die Kugel volumändernd, so findet man 
das Feld, wenn man auf die eben beschriebene Figur Figur 1 
superponiert Verzichten wir wieder auf die Darstellung der Strom- 
linien in der unmittelbaren Nähe der Kugelfläche, so brauchen wir 
nur das Radialfeld der Figur 1 auf das Deformationsfeld der Figur 12 



106 



ZWEITER TEIL. SECHSTEE ABSCHNITT. 



zu legen und die Superpositionskonstruktion auszuführen. Je nach 
dem gegenseitigen Vorzeichen des Parallelfeldes und des Radialfeldes 
erhält man zwei verschiedene Felder. Wir merken uns aber, dafs 
sie beide symmetrisch sind, sowohl um die Rotationsachse des Feldes, 
als zu einer zu dieser Achse senkrechten Ebene, wie man sofort 
sieht, wenn man den Ausdruck des Potentials aufschreibt. Da sie 
einander nahe verwandt sind, brauchen wir nur das eine zu zeichnen. 
In der Figur 22 ist die Kugel in Expansion begriffen, während der 
Deformationsstrom längs der Symmetrieachse von beiden Seiten 
gegen die Kugel einsetzt Der von der Kugel ausgehende Strom 




Fig. 22* Volumändernde Kugel im Deformationßfeld. 

wird, wie man sieht, zu einem scheibenförmigen Räume senkrecht 
zur Symmetrieachse zusammengedrängt Würde man die Bewegungs- 
richtung im Deformationsstrome ändern, so würde man das andere 
Feld erhalten, wo der Radialstrom zu einer die Rotationsachse um- 
gebenden Bohre ausgezogen ist 

Hat die Kugel unveränderliches Volumen, und schreitet sie längs 
der Rotationsachse des Feldes fort, so wird diese Achse Symmetrie- 
achse bleiben. Die Symmetrie zu der zu dieser Achse senkrechten 
Ebene wird dagegen verloren gehen, wie man aus der Figur 23 
sieht, die durch die Superpositionskonstruktion aus den Figuren 7 
und 12 erhalten ist Mit dieser Asymmetrie folgt noch die Eigen- 
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schaft, die wir flir die volumändernde Eugel im Parallelfelde be- 
obachten: Bei Veränderung des Vorzeichens, entweder des Deforma- 
tionsfeldes oder der Geschwindigkeit der Kugel, bleibt das Feld sich 
selbst ähnlich und wird nur umgelegt. 



73. Eine unter Volumänderung bewegte Kugel in einem be- 
liebigen Einfallflstrome. — Es bewege sich jetzt die Eugel unter 
Volumänderung, so dafs das innere Aktionspotential 



« 



* - t^fi + dix-^ + biy-V + öiz-c) 




Fig. 23. Fortschreitende Kugel im Deformationsfeld. 

wird. Der Einfallsstrom sei ein ganz beliebiger Potentialstrom, von 
dessen Potential wir jedoch nur die oben vollständig diskutierten 
Glieder aufschreiben: 



0>) 



<Pr = 9r 



+. ä(x -a) + ß(y-b) + f(z- e) 

+ \ä a (x - af + ±ß p {y - b)> + \y r (x - c)» 



+ ßrÜ- b ){*- c ) + ?.(*-«)(*-«) + Mx-a){jf-b) 



™l* • • • • 



108 ZWEITER TEIL. SECHSTER ABSCHNITT. 

Das Potential der Flüssigkeitsbewegung in der Umgebung der Kugel 
lä£st sich dann 

<p - 9l~T d 

+ &{x -a) + ß{y -b) + f(% - e) 

(c) ^ l J 

+ ß r {y-b)(%-c) + f a {z-o)(%-a)+äß{x-a)(y-b)} 

""J"* • • • • 

schreiben. Die durch Punkte angedeuteten Glieder enthalten die 
Potentiale der höheren Deformationsströme und die entsprechenden 
von der Eugel herrührenden Reaktionspotentiale. 

Die einzelnen Bestandteile dieses zusammengesetzten Feldes 
haben wir jetzt umständlich diskutiert, und können durch fort- 
gesetzte Superposition zur geometrischen Darstellung des Gesamt- 
feldes gelangen. 

Das Aussehen des resultierenden Feldes wird sehr verschieden 
ausfallen, je nach der relativen Intensität der Einzelfelder. Ist der 
Parallelstrom relativ stark, und der Deformationsstrom relativ schwach, 
wie es im allgemeinen der Fall sein wird, wenn der Einfallsstrom 
von einer oder mehreren entfernten, bewegten Kugeln herrührt, 
so wird der Einfallsstrom für sich durch schwach gekrümmte und 
schwach divergierende Stromlinien wie diejenigen der Figuren 13 
und 14 dargestellt Werden dann die Geschwindigkeitskomponenten 
der Kugel sehr schwach, verglichen mit denjenigen des Feldes, so 
werden die Stromlinien wesentlich nur ein Umbiegen um die Kugel 
zeigen, etwa wie in der Figur 19. Sind dagegen die Geschwindig- 
keitskomponenten der Kugel von derselben Gröfsenordnung wie die- 
jenigen der entfernten Kugeln, welche den Einfallsstrom erzeugen, 
so wird das Feld im wesentlichen dasjenige der Figuren 1, 7 und 8 
sein, nur ganz unbedeutend wegen des Vorhandenseins des schwachen 
Einfallsstromes modificiert. Schon wenn die gegenseitigen Abstände 
der Kugeln nur das Zehnfache der Radien derselben betragen, wie 
in den Figuren 2 und 3, werden die durch den Einfallsstrom er- 
zeugten Modifikationen der Bewegung in der unmittelbaren Nähe 
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der Kugel nur Gröfsen von der Ordnung der Dicke der in den 
Figuren benutzten Linien sein« Nichtsdestoweniger bleibt aber 
das thatsächliche Vorhandensein dieses schwachen Einfallsstromes 
und der Reaktion der Kugel gegen denselben von fundamentaler 
Bedeutung für die dynamischen Erscheinungen. 



Siebenter Abschnitt 

Das Geschwindigkeitspotential eines Engelsystems. 

74. Methode der successiven Approximation für die Lösung des 
Problems von n Kugeln. — Nach der Bestimmung des Reaktions- 
potentials einer Eugel können wir eine Methode angeben, um das 
Problem der Bewegung beliebig vieler Kugeln in der Flüssigkeit 
durch successive Approximation zu lösen. 

• Es seien also n Kugeln gegeben. Die Indices g, h,i,j,k 
sollen beliebige Zahlen zwischen 1 und n bedeuten. Die Bewegungen 
innerhalb der Kugeln sind durch die n inneren Aktionspotentiale 

gegeben. Die Aufgabe ist, das Potential <p zu suchen, welches die 
solenoidale Fortsetzung dieser n Potentiale im äufseren Baume 
bildet Ob dabei diese von der beschränkteren Form 35 (a) sind, 
oder die allgemeinste Form 63 (a) haben, ist für die zu entwickelnde 
Methode gleichgültig. 

Als die Lösung des Problems in der ersten Annäherung haben 
wir schon da* Potential 

aufgestellt, wo <p das äufsere Aktionspotential der Kugel g ist, 
35 (b) oder 63 (b), wenn diese eine Kugel als allein vorhanden ge- 
dacht wird. Diese Lösung erfüllt aber nur angenähert die Grenz- 
flächenbedingung, nämlich nur, in so fern wir an der Oberfläche 
einer Kugel h den von den n — \ entfernten Kugeln herrührenden 
Einfallsstrom vernachlässigen, in Vergleich zu dem von h selbst her- 
rührenden Aktionsstrom. 

Diesen Fehler können wir aber verringern durch Hinzufügen 
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des Reaktionspotentials der Kugel h gegen den von den n — 1 ent- 
fernten Kugeln herrührenden Einfallsstrom. Betrachten wir be- 
sonders den von der Kugel g herrührenden Strom und entwickeln 
das Potential w dieses Stromes in der Umgebung des Punktes h, 
so können wir sofort nach 65 (c) das Reaktionspotential cp gh der 
Kugel h gegen den von der Kugel g herrührenden Einfallsstrom 
aufschreiben. Den n — 1 Einfallspotentialen werden n — 1 solche 
Reaktionspotentiale entsprechen, wo g alle Werte zwischen 1 und n 
durchläuft, mit Ausnahme des besonderen Wertes h. Das Re- 
aktionspotential der Kugel h gegen den totalen von den n — 1 ent- 
fernten Kugeln herrührenden Einfallsstrom läfst sich deshalb 

2%* 

schreiben. Da jede der n Kugeln ein solches Reaktionspotential gegen 
den von den n — 1 anderen Kugeln herrührenden Einfallsstrom er- 
zeugt, so führt die Berücksichtigung aller dieser Reaktionsströme 
auf den nächsten Annäherungswert 

(*>) 2% + 22%* 

g^h 

des gesuchten Potentials. 

Dieser Ausdruck erfüllt wieder die Grenzflächenbedingung nur 
angenähert, nämlich insofern wir die Geschwindigkeit des Reaktions- 
stromes <p h in der Nähe einer Kugel j vernachlässigen. Diesen 
Fehler können wir jedoch wieder durch die Hinzufügung neuer Re- 
aktionspotentiale <p w verringern, die in derselben Weise durch Ent- 
wickelung von <p h in der Umgebung von t gefanden werden. Alle 
Reaktionspotentiale zweiter Ordnung erhält man dann durch drei- 
fache Summation nach g, h, i, wobei aber immer h von g, und i von h 
verschieden sein mufs. 

Fährt man in dieser Weise fort, die Reaktionspotentiale immer 
höherer Ordnungen hinzuzufügen, so kommt man zu der Reihe; 

9 = 2% + 22%* + 222%™+ ••• 

g^h y^A^t 

(c) 





Vghi ...J> + • • • 
g^h^i ... ^j> 

wo alle Indices die Zahlen 1 bis n durchlaufen sollen, aber in der 
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Weise, dafs immer zwei unmittelbar nacheinander folgende Indices 
verschieden sind. 1 

75. Allgemeine Bemerkungen über die Potentialreihe. — Es 
verdient bemerkt zu werden, dafs die Form der eben gefundenen 
Reihe ganz unabhängig ist von der Voraussetzung, dafs die Körper 
g,h ... Kugelform haben. Sind überhaupt n Körper beliebiger Form 
gegeben, und kann man für jeden einzelnen derselben das all- 
gemeinste Aktionspotential und folglich auch das allgemeinste Re- 
aktionspotential bestimmen, so giebt die Reihe 74 (c) die formelle 
Lösung, wenn alle Körper gleichzeitig vorhanden sind Auch die 
besondere Form der Grenzflächenbedingung wird auf die Form der 
Reihe keinen Einflufs ausüben; die Reihe wird genau dieselbe Form 
haben, wenn man an den Grenzflächen beispielsweise potentiellen, 
anstatt solenoidalen Anschlusses an die gegebenen inneren Potentiale 
verlangt Nur wird man mit veränderten Grenzflächenbedingungen 
andere Formen der Aktions- und der Reaktionspotentiale er- 
halten. 

Sonst wird die Brauchbarkeit der Reihe immer davon abhängen, 
ob die Berücksichtigung einer beschränkten Anzahl von Gliedern die 
Lösung des Problems mit genügender Annäherung giebt Wenn 
man in der Nähe eines Körpers k die von den n — 1 übrigen Kör- 
pern herrührenden Reaktionsströme von einer gewissen Ordnungs- 
zahl an vernachlässigen kann, so ist die Aufgabe mit befriedigender 
Annäherung gelöst 

Kann man schliefslich beweisen, dafs die unbegrenzt fortgesetzte 
Reihe 74 (c) konvergiert, so wird die Summe <p dieser Reihe das ge- 
suchte Potential im äufseren Räume exakt darstellen. 

Wir werden im folgenden keine Anwendung von der vollstän- 
digen Reihe machen, und wir brauchen deshalb nicht auf die Kon- 
vergenzuntersuchungen einzugehen. Wir werden uns immer auf 
solche Fälle beschränken, wo die ersten Glieder der Reihe rasch 
konvergieren, und werden dabei die Gröfsenordnung der gemachten 
Fehler untersuchen. 



76. Das Potential in der Nähe einer bestimmten Kugel — 

Wir greifen aus der Reihe 74 (c) besonders diejenigen Glieder heraus, 
welche die bestimmte Zahl g als letzten Index haben. Diese Glieder 
für sich bilden die partielle Reihe 



1 C. A. Bjebkhes, Snr le mouvement simultan^ etc., Formel (49). 
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(a) tp a - tp f + 2 9 h t + 22*"* + • • •» 

welche das Aktionspotential der Kugel g und sämtliche Reaktions- 
potentiale dieser Kugel gegen sämtliche von den anderen Kugeln 
herrührende Ströme enthält Alle Glieder dieser Reihe haben im 
Punkte g eine singulare Stelle, aber verhalten sich sonst im ganzen 
Räume regulär. Offenbar ist die vollständige Reihe <p aus n Reihen 
dieser Form zusammengesetzt: 



0>) 9 - 2ä°Vo 

i 

Will man die Bewegung besonders in der Nähe einer be- 
stimmten Kugel g untersuchen, so geht man von der Form (b) leicht 
zu der folgenden Form über: 

(c) tp - <p g + ^j>{<p h + <p hg ) + 2*2(9** + <Pih 9 ) + ••■ 

h^g i^h^9 

Das erste Glied enthält hier das Aktionspotential der Kugel g\ das 
zweite enthält die Aktionspotentiale q> h der n — 1 anderen Kugeln 
und die entsprechenden n — 1 Reaktionspotentiale erster Ordnung 
der Kugel g. Das dritte Glied enthält die Reaktionspotentiale erster 
Ordnung der n — 1 Kugeln h und die entsprechenden Reaktions- 
potentiale zweiter Ordnung der Kugel g, und so weiter. Das erste 
Glied dieser Reihe hat die Eigenschaft, an der Oberfläche der Kugel 
eine Normalkomponente zu haben, welche mit der Normalkomponente 
der Bewegung innerhalb der Kugel identisch ist Alle folgenden 
Glieder dagegen, welche aus Einfallspotentialen in Verbindung mit 
den entsprechenden Reaktionspotentialen bestehen, stellen Bewegungen 
dar, welche an der Oberfläche der Kugel die Normalkomponente 
Null haben. 

Setzen wir endlich 
(<*) <p r = 2?* + 22 h V"> + • • •' 



( e ) % 9 - 2v* + 22v**9 + 

h^g i^h^g 
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so erhält das Potential in der Nähe von g die Form 

Wir sind dann auf die Form zurückgekommen, welche wir in 66 (b) 
für das Potential der Bewegung der Eugel in einem Strom gegeben 
haben, nur dafs jetzt dieser Strom <p Y so bestimmt ist, dafs er von 
dem Vorhandensein und der Bewegung der n — 1 anderen Kugeln 
herrührt. 

77. Entwickelte Form des Potentials in der Mähe einer Kugel — 
Wenn wir die dynamische Wechselwirkung einer Kugel und der um- 
gebenden Flüssigkeit studieren sollen, so ist es die Flüssigkeitsbewe- 
gung in der unmittelbaren Umgebung der Kugel, worauf alles an- 
kommt Die Form 76 (f) für das Potential des Kugelsystems wird 
deshalb besonders zur Verwendung kommen. Wir bringen es jetzt 
auf dieselbe entwickelte Form, wie das Potential 73 (c), wo die Kugel 
noch nicht als dem Kugelsystem angehörig gedacht ist 

Um dieses durchzuführen, entwickeln wir zunächst <p r in der 
Umgebung des Punktes a , b. c nach Taylob's Theorem: 

v y v 

(a) + i^^-^ + i^) (,- V+i (^r) (.-./ 



©^-v(«-*; + (S)^-^-^ + (55)^--i^-»; 



•^ . • • . 



Das erste Glied (<p Y ) g bedeutet hier den Wert von cp YJ wenn man 
darin x = a_, y = b , % = e substituiert hat, und die den Diffe- 
rentialquotienten beigefügten Indices g bedeuten, dafs nach vollflihrter 
Differentiation in Bezug auf x, y, z dieselbe Substitution ausgeführt 
werden soll. 

Die Formel 76 (f) können wir jetzt explicite aufschreiben, da 
das erste Glied <p die bekannte Form 35 (b) hat, während <p Y9 das 
dem Einfallspotential <p Y entsprechende Beaktionspotential ist Der 
Formel 73 (c) entsprechend erhalten wir dann: 

Brumm, Vorlesungen. L 8 



(b) 
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f = fa\ -T*, 



-*|{(^-6?)J«^('.-fö)>-v^-Ö?üH 



©.C-MC- .) + (e£)(*-;<— ^ + fö)*- Ü(»-V} 



l* • • • • 



Benutzen wir also die explicite diskutierte Formel 73 (c) zur 
Darstellung der Bewegung in der Umgebung einer Kugel, so kommen 
wir zu dem Falle, dafs diese Kugel die unserem Kugelsystem an- 
gehörende Kugel g ist, durch die Substitutionen 

tf = (<Pr) 9 

« *-(»).. *-(&), *-(&).. 

P> - \dydx) g ' 7 " ~ \dz~d~z) g ' "P - \dxdy),' 



wo <p r als das Potential des von den n — 1 entfernten Kugeln her- 
rührenden Einfallsstromes ist cp wird den Flüssigkeitsstrom um so 
genauer darstellen, je genauer man <p Y in Betracht zieht 

78. Verschiedene Orade der Annäherung. — In der ersten An- 
näherung vernachlässigt man q> Y ganz, solange es sich um den Be- 
wegungszustand in der unmittelbaren Nähe der Kugel g handelt. 
Dieses entspricht dem Annäherungsgrade unserer ersten Lösung 
38 (a), wo wir bei der Erfüllung der Oberflächenbedingung von dem 
von den entfernten Kugeln herrührenden Strome ganz absahen. 
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In der zweiten Annäherung berücksichtigen wir das erste Glied 
in der Entwickelung von <p r 



(a) <p r = 2jV** 

Das heilst, wir stellen uns den Einfallsstrom in der Umgebung der 
Kugel g als einfach aus den Aktionsströmen der n — 1 entfernten 
Kugeln zusammengesetzt vor. In diesem Falle können wir uns einer 
Vereinfachung bedienen. Das <p h nach der Substitution x = a g , 
y = h , % = ß nimmt die Form 

a 9' 9 



'»f r »9 



an, wo 



Bei der Bildung der Koefficienten 77 (c) können wir dann das aus 
der Substitution hervorgegangene (qpj zu Grunde legen, und die 
Differentiation nach a . , b , c ausfahren. Wir bekommen dann, wenn 
wir statt (qpj^ abkürzend qp A schreiben, was ohne Zweideutigkeit 
gemacht werden kann: 

a iJda/ P ^Li db a ' 7 J^J dc B ' 

(b) 



A^y f^.9 *^y 



«**» 4 _ "SI*** -•- _ ^Z*** 



*-255- A-^',5. /r-^.^ 



.!* 9 



In der dritten Annäherung mufs man zwei Glieder der Ent- 
wickelung von (p Y berücksichtigen. Im Einfallsstrome cp r werden dann 
auch die von den n — 1 entfernten Kugeln ausgehenden Reaktions- 
ströme in Betracht gezogen: 

Bei der Berücksichtigung des Gliedes <p ih darf man im allgemeinen 
die Substitution x = a , ... nicht mehr vor der Differentiation aus- 
führen. Denn wenn der Index alle Werte zwischen 1 und n an- 
nimmt, nur den Wert h ausgenommen, so wird auch der Fall % = g 

8» 
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eintreten. Das heilst, unter den Reaktionspotentialen <p ih kommen 
auch solche <p h vor, welche von dem von g selbst ausgehenden 
Aktionsstrome herrühren. Dieses <p h enthält schon a g , b g , o g , und 
man wird zu verschiedenen Resultaten kommen, je nachdem man 
nach x, y, z differentiiert und nachher die Substitutionen x — a g , 
y = b , x = e ausführt, oder erst diese Substitution ausführt und 
nachher nach a , b , o differentiiert. In diesem Falle mufs man 

9 9 9 ^^ 

also zu den ursprünglichen Formeln 77 (c) zurückkehren. 



Dritter Teil. 

Einflute des Flüssigkeitsdruckes auf die Bewegung 

einer Kugel. 



Erster Abschnitt. 

Berechnung der Druckkraft gegen eine Kugel. 

79. Der Druck — Nachdem jetzt die vorbereitende kinematische 
Aufgabe erledigt ist, werden wir die dynamische Wechselwirkung 
zwischen Kugeln und Flüssigkeit zu dem Gegenstand unserer Unter- 
suchungen machen. Dabei werden wir in diesem Teil nur die 
Wechselwirkung zwischen einer einzigen Kugel und der sie unmittel- 
bar umgebenden Flüssigkeit untersuchen, um dann in dem nächst- 
folgenden Teil diese Kugel als eine beliebige, dem Kugelsystem an- 
gehörende zu betrachten. 

Die einzige Bewegungsursache in der Flüssigkeit ist der Druck p, 
welcher sofort berechnet werden kann, wenn man das Potential tp 
der herrschenden Bewegung und den im Ruhezustand herrschenden 
Druck P kennt Nach 15 (c) Seite 22 ist nämlich: 

(•) , = p-,£-h{(£)' + (£)' + ($'). 

Der Druck ist also eine Funktion des Geschwindigkeitspoten- 
tiales <p. Dasselbe tritt in der von uns zu verwendenden Form 
73 (c) als eine Funktion von x — a, y — b, z — c auf, wo a, b y e die 
Koordinaten des Mittelpunktes der Kugel sind. Dieses Umstandes 
können wir uns bedienen, um die Formel (a) auf eine für unsere 
Rechnungen zweckmäßigere Form zu bringen. 

Bei der im zweiten Glied rechts vorkommenden Differentiation 
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nach der Zeit scheiden wir nämlich diejenigen Glieder aus, welche 
durch Differentiation nach dem in den drei Parametern a, b, c ent- 
haltenen t entstehen. Also: 

Ersetzen wir dann, wie in 27 (d), die positiven Ableitungen nach 
a, b, o durch die negativen Ableitungen nach x, y, x, so wird 

d<p ^ . f dq> . , dq> « , d<p , \ 

Führt man dieses in (a) ein und ergänzt noch durch Addition und 
Subtraktion von 

i?{a a + 4 a + <5 3 }, 

so läJjst sich die Druckformel in der neuen Form 

w >_*_,}. _ if jg;_,)' + ß;_,)" + (»j_,)'} 

schreiben. 

Der Druck tritt also wie in (a) als die Summe von drei Par- 
tialdrucken auf. Der erste Partialdruck II hat die Form 

(c) n = P + ^(rf* + j2 + d 2 ) 

und ist also, genau wie der statische Druck P, eine nie von den 
Koordinaten, sondern höchstens von der Zeit abhängige Gröfee. Den 
zweiten Partialdruck 

(*> -*}?. 

welcher besonders von den Beschleunigungen in der vorliegenden 
Bewegung abhängt, werden wir als den impulsiven Druck be- 
zeichnen. Der Wert des dritten Partialdruckes 

o -*«{(ft-') , +(S;-») , +(ft-'n 

ist proportional der kinetischen Energie, die das im Punkte z> y, % 
befindliche Flüssigkeitspartikelchen hat, wenn wir seine Bewegung 
auf das Kugelcentrum a, fc, o beziehen. Wir werden deshalb (e) den 
relativen Energiedruck nennen. 
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80. Die Druckkraft. — Im Punkte x, y, z an der Oberfläche 
der Kugel hat der Druck den Wert p\ Das entsprechende Flächen- 
element da der Kugeloberfläche wird infolge dieses Druckes von 
einer unendlich kleinen Kraft p' da angegriffen, welche senkrecht zu 
dem gedrückten Element steht, und folglich längs eines Radius der 
Kugel gerichtet ist. Alle diese Einzelkräfte setzen sich zu einer 
einzigen im Mittelpunkt der Kugel angreifenden Resultantkraft zu- 
sammen, welche wir die Druckkraft nennen wollen. 

Die Druckkraft stellt vollständig denjenigen Einflufs dar, welchen 
die Flüssigkeit auf die translatorische Bewegung ausübt Die Be- 
wegung der Kugel in der Flüssigkeit ist mit derjenigen Bewegung 
identisch, welche dieselbe Kugel im leeren Raum unter dem Einflüsse 
einer äufseren Kraft annehmen würde, welche mit der Druckkraft 
identisch ist 

Die längs der Koordinatenachsen gerichteten Komponenten der 
Kraft p' da gegen ein Flächenelement, welche selbst längs des ne- 
gativen Radiusvektor gerichtet ist, ergeben sich durch Multipli- 
kation mit den negativen Richtungskosinus des Radiusvektor, 
nämlich mit: 

rc' — a if — b %' — e 



d 



9 A > 



Die Komponenten X, Y, Z der Druckkraft selbst ergeben sich, wenn 
wir diese einzelnen Kraftkomponenten über die ganze Kugelfläche 
summieren, sie werden also durch die Integrale 



--!> 



f 7f — a 



da 



(a) 7 - -fp'l^-da 

Z = -fp'^d« 

dargestellt 

Durch einige Sätze allgemeiner Natur werden wir die explicite 
Berechnung dieser Integrale bedeutend erleichtern können. 

81. Die Kugelflachenfonktionen. — Das Geschwindigkeitspoten- 
tial <p in der Umgebung der Kugel haben wir durch eine Entwicke- 
lung nach räumlichen Kugelfunktionen positiven und negativen Grades 
dargestellt Die Formel 79 (b) wird den Druck in der Flüssigkeit 
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durch gewisse Verbindungen dieser räumlichen Kugelfunktionen dar- 
stellen. 

Die vollständige Verteilung des Druckes in der Flüssigkeit hat 
für die Bestimmung der Druckkraft keine Bedeutung, sondern alles 
kommt auf den Wert p des Druckes in denjenigen Punkten des 
Baumes an, welche der Kugelfläche angehören, und deren Koordi- 
naten also die Relation 

(a) (x' - a) a + (f/ - b)* + (*' - c)» = d* 

erfüllen. 

Bei dieser Specialisierung der Aufgabe brauchen wir nicht mehr 
die in p auftretenden räumlichen Kugelfunktionen zu betrachten, 
sondern nur die Werte derselben auf der Kugelfläche (a). Den 
Wert einer räumlichen Kugelfunktion auf der Oberfläche einer 
Kugel um das Feldcentrum werden wir mit Lord Kelvin und Tait 
eine Kugelflächenfunktion nennen. Eine Fundamentaleigenschaft 
dieser Funktionen wird die Berechnung der Druckkraft sehr ver- 
einfachen. 

Zunächst bemerken wir, dafs aus korrespondierenden Kugelfunk- 
tionen, die also gleicher Ordnung, aber verschiedenen Grades sind 
(61), Kugelflächenfunktionen entstehen, die sich höchstens voneinander 
um einen konstanten Faktor unterscheiden. Denn der Faktor 
r -(2» + i)^ nm welchen sich die zwei korrespondierenden räumlichen 
Kugelfunktionen voneinander unterscheiden, reduciert sich auf eine 
Konstante. Wir brauchen deshalb nur von der Ordnung und nicht 
von dem Grade einer Kugelflächenfunktion zu reden: die Ordnung 
einer Kugelflächenfunktion ist gleich dem Grade der entsprechenden 
räumlichen Kugelfunktion positiven Grades. 

Ist n diese Ordnungs- oder Gradzahl, so ist die räumliche 
Kugelfunktion des Grades n ein homogenes Polynom in x — a, 
y — b, x — ö: 

(b) <p n = 9> n (a;-a, y - b, *-ö), 

und die entsprechende Kugelflächenfunktion <p ist dieselbe Funktion 
q> n von den specialisierten Variablen x' — a, y — b, x — c, 

(c) <p' n = (p n { x '-a,y'- b,xf-c), 

wo x', y, x die Gleichung (a) erfüllen. Die Kugelflächenfunktion ist 
also eine Funktion von nur zwei voneinander unabhängigen Ver- 
änderlichen. 
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82. Eine Fundamentaleigenschaft der Kugelflächenfonktion. — 
Eine wichtige Eigenschaft der Kugelflächenfunktionen kann man 
ans dem GitEEN'schen Satz folgern. Sind (p und xp zwei Funktionen, 
welche sich innerhalb des Volumens r regulär verhalten, qf und 1// 
ihre Werte auf der Grenzfläche a des Volumens, ist ix das Volum- 
element, da das Flächenelement und n die nach aufisen gerichtete 
Normale dieser Grenzfläche, so lautet dieser Satz: 

M 

= -Jyv*<pdT+Jy/^da. 

Es sei nun das Volumen r eine Kugel r « d um das Feldcentrum, 
und cp und t/; zwei Kugelfunktionen ganzen positiven Grades, y = y w , 
y = y n . Im Volumen der Kugel ist dann y* qp w = y * q> n = 0. 
Die kubischen Integrale rechts verschwinden also, und die beiden 
Flächenintegrale müssen einander identisch gleich sein: 



/*fe'*-JV;J?''. 



Die Normale n der Kugel fällt mit dem Radius r zusammen. 
Differentiieren wir deshalb nach r und substituieren nachher r = d, 
so ergiebt sich nach 62 (d): 

dn ~~ d V »' Bn ~ d V»' 

Wenn wir einsetzen und mit d dividieren, folgt: 



n \<p' Vi <P n dG = m l VnV'ndv ' 



Sind m und w voneinander verschiedene Zahlen, so mufs folglich 

o» /*>;*» - o 

sein. Oder: 

(A) Do« «for ei/je Kugelfläche um das Feldcenirum berechnete Inte- 
gral de» Produktes von zwei KugelflächenfunkHonen verschiedener Ordnung 
verschwindet identisch. 

Gleichzeitig merken wir uns einige unmittelbare Folgerungen 
dieses Satzes, von denen wir bei einer späteren Gelegenheit Gebrauch 
machen werden. 
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Setzen wir m = 0, so reduciert sich die eine Kugelflächen- 
fdnktion auf eine Konstante, und wir erhalten 



frjo - o, 



sofern n von Null verschieden ist. Also: 

(B) Das über eine Kugelfläche berechnete Integral einer einzigen 
Kugelflächenfunktion hat den Wert Null, sofern nicht die Kugelflächen- 
funktion die Ordnungszahl Null hat und also eine Konstante ist. 

Ferner erinnern wir uns, dafs eine räumliche Eugelfunktion die 
Form des Produktes einer Kugelflächenfunktion in eine Potenz des 
Radiusvektor hat Suchen wir deshalb das Volumintegral der räum- 
lichen Kugelfunktion innerhalb einer Kugel um das Feldcentrum, 
so können wir erst über eine Kugelfläche und dann längs eines 
Radiusvektor integrieren. Da die erste dieser Integrationen immer 
nach dem Satze (B) das Resultat Null giebt, sofern nicht die Kugel- 
funktion von der Ordnung Null ist, so schliefsen wir: 

(C) Das Volumintegral einer räumlichen Kugelfunktion innerhalb 
einer Kugel um das Feldcentrum ist Null, sofern nicht die räumliche 
Kugelfunktion von der Ordnung Null ist. 

83. Die Berechnung von Integralen über die Oberfläche der 
Kugel. — Mit Hilfe des eben entwickelten Fundamentalsatzes über 
Kugelflächenfunktionen wird man eine Reihe von Partialdrucken 
ausscheiden können, die, in die Integrale 80 (a) eingesetzt, das Resultat 
Null geben. Wo weitere explicite Rechnung notwendig ist, bemerken 
wir, dafs wir nach der Bildungsweise des Druckes aus dem Potential g> 
sofort schliefsen können, dafs an der Kugeloberfläche der Druck p 
genau wie das Potential qf ein Polynom in af — a, y* — b, z' — o 
sein wird. Wir werden deshalb ausschließlich Integrale von der Form 

(a) JV- a)V- äfV- °?d<r 

über die Kugelfläche zu berechnen haben. Solange unter den Ex- 
ponenten l, m, n eine ungerade Zahl vorkommt, wird dieses Integral 
in zwei gleiche Teile entgegengesetzten Vorzeichens geteilt werden 
können, und folglich den Wert Null erhalten. Ein von Null ver- 
schiedenes Resultat werden folglich nur Integrale von der Form 

(b) f( x '-af x {i/- bf"(z'-c) 2y d<r 
geben können. 
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Das Integral niedrigster Ordnung dieser Form stellt die Ober- 
fläche der Kugel dar: 

(c) (da = 4nd*. 

Die nächsten Integrale, dividiert durch den Kugelradius d, stellen 
daß Volumen E der Kugel dar: 

(d) ±f(af-*)'de - ±jW-b?do - ±f(z'-c)*d* = E. 

Denn da ist die Grundfläche, x— a die Höhe eines cylin- 

drischen, zwischen Diametralebene und Kugelfläche liegenden Volum- 
elementes der Kugel. 

Sind jetzt <p\ und y\ zwei beliebige Kugelflächenfunktionen 
erster Ordnung, 

(p\ = A{af-a) + B{t/-b) + C{*-o) 

^ = ^>'- a) + F(y'- 6) +C' (*'-*), 
so schliefst man unmittelbar nach (d), dafs 

(e) 4 /Vi^M* - E{AÄ+BB+CCT). 

Die nächstfolgenden Integrale der Form (b) sind vierter Ordnung 
und gestatten, das Integral des Produktes zweier Kugelflächenfunk- 
tionen zweiter Ordnung zu berechnen, und so weiter. 

84. Die von dem impulsiven Drucke herrührende Druckkraft — 

Wir denken uns jetzt, dafs der Einfallsstrom durch die allgemeine 
Entwickelung 73 (a) gegeben sei, wobei wir das jetzt bedeutungslose 
konstante Glied <p$ weglassen: 

q>y = ä(x — a) + ß{y — b) + ?{z — c) 

+ \d a {x - af + \ß p {y - *)» + \f f (% - of 
(a) 

+ Py(y- fe )(*- c ) + ta{*-*)(*-*) + äß{z-a){y-b) 
t~ • . • . 

Wenn sich in diesem Einfallsstrome eine Kugel unter Volumänderung, 



(b) 
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aber unter Erhaltung der Kugelform bewegt, so entsteht in der 
Flüssigkeit eine Bewegung, deren Potential nach 78 (c) 

+ ä(x-a)+ß{ji-b)+?{%-c)-\* {{d-ä){x-a)+{b-ß)(y-b)+(d-?){z-c)} 
+ (l+l^){i^(x-a) 8 +i^(y-6)>+....+Ä / ,(x-a)(f/-6)+tf r ( a; -a)(*- C )} 

"r" • • • • 



ist In der ersten Zeile rechts steht das Potential des von den 
Volumänderungen der Kugel herrührenden Radialstromes, Die zweite 
Zeile enthält das Potential des Parallelfeldes und der im Parallel- 
felde bewegten Kugel unveränderlichen Volumens. Die dritte Zeile 
giebt das Potential der in dem linearen Deformationsfelde ruhenden 
Kugel, und die durch Punkte angedeuteten Glieder stellen die Po- 
tentiale der in höheren Deformationsfeldern ruhenden Kugel dar. 
Um den impulsiven Druck 

<«> -4? 

zu bilden, haben wir nach dem in d, d, b, <?, d, ä, ß, y, ä af .... 
vorkommenden t zu differentiieren, nicht aber nach dem in a, b, o 
vorkommenden. Das Differentiationsresultat wird, als Funktion von 
* — <h V — b> * — ° betrachtet, genau dieselbe Form wie <p haben, 
mit denselben Relationen unter den Koefficienten. 

Der impulsive Druck wird deshalb genau wie das Potential <p 
als eine Entwickelung (b) nach räumlichen Kugelfunktionen auftreten, 
die sich auf der Kugelfläche auf Kugelflächenfunktionen reducieren. 
Diese Kugelflächenfunktionen werden im ersten Integral 80 (a) mit 

der Kugelflächenfunktion erster Ordnung ~T a multipliciert Nach 

dem Fundamentalsatze 82 (A) wird dann nur dasjenige Glied des 
impulsiven Oberflächendruckes von Bedeutung sein, welches selbst 
Kugelflächenfunktion erster Ordnung ist Dieses Glied wird nur 
aus der zweiten Zeile von (b) entstehen können. Differentiieren 
wir diese Zeile in der angegebenen Weise nach dem in d, d, b, rf, 
d, ßj y enthaltenen t und substituieren nachher r = d y x = x, y = y, 
x = x\ so ergiebt sich ein in x — a, y' — b, %' — c linearer Aus- 
druck, von dem wir nur das erste Glied 



N 
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aufzuschreiben brauchen. Multiplicieren wir diesen Ausdruck mit 
— q, so erhalten wir den Wert des impulsiven Druckes (c) an der 
Oberfläche der Kugel. Multiplicieren wir nachher mit der Kugel- 
flächenfunktion 

und integrieren über die Kugelfläche, so ergiebt sich die g-Kom- 
ponente der entsprechenden Partialkraft. Die Rechnung ergiebt nach 
der Formel 83 (e) unmittelbar, dafs die nicht aufgeschriebenen 
Glieder, die 2/— fc und %' — c enthalten, bedeutungslos bleiben, und 
das Resultat wird 

Drücken wir den Kugelradius d durch das Volumen E aus, so er- 
giebt sich einfacher 

(d) qXä-lq±(F{d-ä)) 

als Ausdruck der a> Komponente der auf dem impulsiven Drucke 
beruhenden partiellen Druckkraft. Die Komponenten längs den 
anderen Achsen findet man durch cyklische Vertauschung. 

Es ist bemerkenswert, dafs von dem äufseren Strome nur das 
Parallelfeld einen Beitrag zu dieser Kraft liefert Alle höheren 
Felder sind belanglos, und alle äufseren Ströme potentieller Natur 
werden dieselbe Kraft (d) liefern, wenn sie nur dasselbe lineare 
Entwickelungsglied gemein haben. 

85. Ausscheidung wirkungsloser Fartialdrucke aus dem relativen 
Energiedrucke. — Um aus dem relativen Energiedrucke 

solche Glieder auszuscheiden, welche keine translatorische Bewegung 
der Kugel veranlassen können, bemerken wir erst, dafs in der Ent- 
wicklung 84 (b) des Geschwindigkeitspotentials die aufeinanderfolgen- 
den Zeilen abwechselnd gerade und ungerade Funktionen der 
Variablen x — a, y — b, % — c darstellen. Unter einer geraden 
Funktion <p verstehen wir eine solche, welche die Eigenschaft 
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( b o) ?•(-(*-*)> -iy- b )f -(*-«)) = <Po( x ~ a > y- h > *-<>) 

hat, und unter einer ungeraden g> t eine solche, welche die Eigenschaft 
(bj) ^ (-(a?-a), -(#-&), -(*-<>)) =» -^(s-a, y-6, s-c) 

besitzt Wir teilen deshalb <p in einen geraden und einen un- 
geraden Teil 

wo also erste, dritte, fünfte Zeile der Entwicklung 84 (b) in y , 
zweite, vierte, sechste und so weiter in <p x enthalten sind. 

Die Ableitungen nach sc, y und % von qp werden ungerade, die- 
jenigen von qpj gerade. Die in den relativen Energiedruck (a) ein- 
gehenden linearen Ausdrücke können wir deshalb in der folgenden 
Weise in einen ungeraden und einen geraden Teil zerlegen 

g» _ a = ?fs + ( g* _ a ) 

ax ax \ax ) 

(d) J« - 5 - ?Ä + fj» - i) 



'-£+(§?-')■ 



d^ . dtp 



wo überall das erste Glied rechts ungerade, das zweite gerade ist. 
Beim Quadrieren werden die beiden quadratischen Glieder gerade, 
und die entsprechenden Partialdrucke werden die Eigenschaft (b ) 
besitzen. Diese Eigenschaft, auf den Druck gegen die Oberfläche 
der Kugel angewendet, sagt aus, dafs diametral einander gegenüber- 
liegende Punkte gleichen Druck erleiden. Ein Druck mit dieser 
Eigenschaft wird höchstens die Eugel komprimieren, aber keine 
Resultantkraft veranlassen können. Die quadratischen Glieder müssen 
also fortgelassen werden; wirksam kann nur der ungerade, die 
doppelten Produkte enthaltende Partialdruck sein, nämlich 

«» -f{te(»?-«)+fc(ft-') + fc6?-')}- 

Der Partialdruck (e) löst sich weiter in Partialdrucke auf, wenn 
wir <p und qp x in ihre einzelnen Glieder zerlegen. 

Das erste Glied in qp , nämlich das in der ersten Zeile von 
84 (b) vorkommende Potential der volumändernden Eugel, hat par- 
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tielle Ableitungen, die proportional zu Z^*, y -^*, ^ sind, 
und das entsprechende Glied von (e) wird proportional zu 

Nun bemerken wir aber, dafe 

die radiale Geschwindigkeitskomponente im Felde <p x darstellt, 
und dals 

( f") d ^^ + h^l^ + d ^Zl 

\ I r r r 

die radiale Geschwindigkeitskomponente an der Oberfläche der trans- 
latorisch bewegten Kugel unveränderlichen Volumens ist Nun ent- 
hält aber <p t eben das Potential der im Parallelfelde bewegten unver- 
änderlichen Kugel und sonst nur Potentiale der in Deformationsfeldern 
höherer Ordnung ruhenden Kugel An der Oberfläche der Kugel, 
für r = d, müssen also die beiden Ausdrücke (f) und (f") einander 
gleich sein, und folglich der Ausdruck (f) und der damit proportionale 
Partialdruck verschwinden. Im Ausdrucke von <p läfst sich also 
das erste Glied als bedeutungslos ausscheiden. 

Wir denken uns also dieses Glied entfernt, so dafs <p von jetzt 
an mit der dritten Zeile von 84 (b) anfangt, und fähren nun die 
Differentiation des noch vollkommen allgemeinen <p x aus. Dabei 
differentiieren wir wie bei einer früheren Gelegenheit (32), erst nach 
dem in r implicite enthaltenen x, y, %, und dann nach dem explicite 
auftretenden x } y, %. Dadurch ergiebt sich 

d<pi dq> t x — a äqpj 

dx ~~ ör r dx* 

V8 ' dy ~" Ör r "*" dy ' 

dq>i dg>i x — c Öfy 

dx ~~ Ör r dz ' 

welche Werte wir in (e) substituieren. 

Nach dieser Substitution läfst sich aus (e) erst ein Glied von 
der Form 
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flfl _ o *f! \^Est x " a 4. *£o y-* , fhPo *- e l 

* ' ^flr \dx r *" dy r dx r ) 

ausscheiden. Die Parenthese stellt hier die Radialgeschwindigkeit im 
Felde y dar. Nachdem das Potential der volumändernden Kugel 
ausgeschieden ist, enthält aber qp nur Potentiale von Strömen, welche 
tangentiell zur Oberfläche der als ruhend vorgestellten Kugel ver- 
laufen. An der Oberfläche der Kugel haben also diese Ströme die 
Radialgeschwindigkeit Null, und der mit dieser Radialgeschwindigkeit 
proportionale Druck (h) mufs hier verschwinden und also für die 
Resultantkraft bedeutungslos sein. 

Der andere durch die Substitution (g) hervorgehobene Teil 
von (e) wird 

welcher Ausdruck jetzt alle wirksamen Glieder des relativen Energie- 
druckes enthält. Und zwar soll hier <p erst mit der dritten Zeile 
84 (b) anfangen, während man gleichzeitig bei der Differentiation 
von cpi von dem im Radiusvektor r enthaltenen z, y, % absieht 



86. Die von dem relativen Energiedrucke herrührende Druck- 
kraft — Das erste Glied in <f\ ist die zweite Zeile von 84 (b). Die 
Ableitungen dieses Gliedes nach dem explicite vorkommenden x, y, &, 
werden nach Ausführung der Substitution r = d 

(a) <*_|(d -es), ß-t(b-ß), d-Kd-fl. 

Durch Substitution in 85 (i) scheidet sich also eil* Partialdruck von 
der Form 

w * f {«g(4-*) + 5j(i-Ä+5h(d-.«} 

aas. 

Zur Bildung der x-Komponente der entsprechenden Kraft haben 
wir mit der Kugelnächenfanktion erster Ordnung 

(c) --i-(x'-a) 

zu multiplicieren und über die Kugelfläche zu integrieren. Aus y 
brauchen wir deshalb nur diejenigen Glieder mitzunehmen, welche 
nach der Differentiation in Bezug auf x, y, x und der nachherigen 
Substitution r = d Kugelflächenfunktionen erster Ordnung geben. 
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cp fängt mit der dritten Zeile von 84 (b) an. Nach Multiplikation der 
beiden Parenthesen miteinander enthält diese Zeile zwei räumliche 
Kugelfunktionen, eine vom Grad 2, nämlich das Potential des De- 
formationsfeldes, und eine vom Grad —3, nämlich das entsprechende 
Reaktionspotential. Nur die erste giebt nach der Differentiation 
eine räumliche Kugelfunktion ersten Grades und folglich nach der 
Substitution eine Kugelflächenfunktion erster Ordnung. Die polare 
Kugelfunktion kommt nicht in Betracht, ebensowenig wie die folgen- 
den höheren Glieder von <p . Differentiieren wir deshalb das Potential 
des Deformationsfeldes, substituieren sc = af, y = y' y * = x! und setzen 
in (b) ein, so ergiebt sich 

(d) \q{d a {d - d) + ä ß {b - ß) + dy (d - f) } {*' - a) + . . . ., 

wo die durch Punkte angedeuteten Glieder y — b und z' — c ent- 
halten. Nach Multiplikation mit (c) und Integration über die Kugel- 
oberfläche ergiebt sich unmittelbar, wenn wir wieder die Formel 
83 (e) zur Verwendung bringen 

(e) - \qE{ä a (ä -d) + d ß {b - ß) + dy{6 - ;>)} , 

welches die x- Komponente der auf diesem Partialdrucke beruhenden 
Druckkraft darstellt Die entsprechenden y- und ^-Komponenten 
findet man durch cyklische Vertauschung. 

Will man die Rechnung fortsetzen, so reduciert sich die Formel 
85 (i) von jetzt an auf 

v ' q \dx Öx ■*" dy dy ^ dx 6x ] > 

wo <p Q mit der dritten, cp T mit der vierten, nicht ausgeschriebenen 
Zeile von 84 (b) anfängt 

Zu der eventuellen Fortsetzung der Rechnung machen wir noch 
die folgende Bemerkung. Es werden 

d<p d<p d<f> 

dx * dy ' dx 

immer als Summen von räumlichen Kugelfunktionen positiven oder 
negativen Grades auftreten, welche sich an der Kugelfläche auf 
Kugelflächenfunktionen reducieren. Die in 

d <pi d qpj d <pi 

dx * dy * öx 

BjKuantt, Vorlesungen. L 
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auftretenden Glieder sind dagegen nicht räumliche Kugelfunktionen; 
da sie aber die Form einer räumlichen Kugelfunktion multipliciert 
mit einer Potenz von r haben, werden auch diese Glieder nach der 
Substitution r = d Kugelflächenfunktionen werden. Nach Multiplika- 
tion mit (c) erhalten wir dann unter dem Integralzeichen Produkte 
von drei Kugelflächenfunktionen. Mit Hilfe der Identität 



(g) 






wo ip eine beliebige räumliche Kugelfunktion darstellt, kann man 
aber alle Glieder auf solche Form bringen, dafs man an der Kugel- 
fläche Produkte von nur zwei Kugelflächenfunktionen erhält, und 
somit zur Vereinfachung der Rechnung das Fundamentaltheorem 
82 (A) zur Verwendung bringen kann. 

87. Die Druckkraft gegen die KugeL — Wir beschränken uns 
auf die Berücksichtigung der jetzt explicite berechneten Glieder der 
Druckkraft, nämlich des von dem impulsiven Druck 84 (d), und des 
von dem relativen Energiedruck herrührenden 86 (e). Durch Ad- 
dition dieser Glieder finden wir als Komponente X der gesuchten 
Kraft: 

X = q Eä - \q^ t [E{d-ä^-\qE\ü a {d-ä)+ 

Die beiden ersten Glieder rechts formen wir noch durch die 
Identität 

Eä — j t (Eä) - ßd 

um. Gleichzeitig können wir im letzten Gliede rechts die Kompo- 
nenten t 1 , Ö, ä des kinematischen Aktionsmomentes der Kugel ein- 
führen, nach den allgemeinsten Definitionsgleichungen 68 (c') dieser 
Gröfsen. Wir finden dann als Ausdruck der hydrodynamischen Druck- 
kraft, indem wir gleichzeitig die Komponenten längs der beiden 
anderen Achsen durch cyklische Vertauschung bilden: 

(a) F= -q±{mb-iß)}-qß*-q{ß m * + ß ß 6 + ß,A) 
Z = -q£{lS(t6-i?)}-qYE-q{? a fl+y ß Ö + t r ä). 
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Diese Formeln stellen unser Hauptresultat dar, und wir werden uns 
von jetzt an nur mit Folgerungen aus diesem Resultate beschäftigen. 

88. Prüfung der erreichten Genauigkeit. — Die gefundenen 
Formeln stellen im allgemeinen nur angenähert den Wert der ge- 
suchten Druckkraft dar, so dafs wir ein Kriterium für ihre Verwend- 
barkeit suchen müssen. 

Die nicht berücksichtigten Partialdrucke sind in der Formel 
86 (f) enthalten, wenn <p mit der dritten, <p T mit der vierten, durch 
Punkte dargestellten Zeile der Formel 84 (b) anfängt Diese Partial- 
drucke werden dann Produkte der deformativen Geschwindigkeiten 
ä«, äß, ... in die deformativen Geschwindigkeiten der nächsthöheren 
Ordnung enthalten. Drücken wir diese deformativen Geschwindig- 
keiten als die Ableitungen des Potentials <p Y des Einfallsstromes aus, 
so wird der erste nicht berücksichtigte Partialdruck Produkte der 
zweiten und der dritten Ableitungen von <p Y zu Koefficienten haben. 
Wenn man von Druck zu Kraft übergeht, wird man, wie man sich 
leicht überzeugt, Integrale von der Form 

1 JV -a)*de 9 ±f(x - a)> (y - bfd a 

über die Kugelfläche zu berechnen haben. Diese Integrale geben 
Werte proportional d 5 , so dafs wir als Mals der Gröfsenordnung der 
ersten vernachlässigten Partialkraft Ausdrücke von der Form 



aufstellen können, und verwandte Ausdrücke für die höheren ver- 
nachlässigten Partialkräfte. 

In einem Fall verschwinden die Produkte (a) identisch, nämlich 
wenn das Potential <p r des Einfallsstromes keine höheren Ableitungen 
als die zweiten hat, das heifst, wenn sich das Potential der Flüssig- 
keitsbewegung exakt auf die in 84 (a) explicite aufgeschriebenen 
Glieder reduciert. Also: 

Die Formein 87 (a) stellen dm exakten Ausdruck der Druckkraft 
gegen eine unier Volumänderung bewegte Kugel dar, wenn der Einfatts- 
sfrom nur aus einem Parallel' tmd einem Deformationsstrome zusammen' 
gesetzt ist. 

In allen anderen Fällen dagegen geben die Formeln 87 (a) die 
Druckkraft nur angenähert an, und zwar mit um so gröfserer Ge- 
nauigkeit, je genauer der Einfallsstrom, innerhalb des von der Kugel 

9* 
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eingenommenen Baumes, als ein zusammengesetzter Parallel- und 
Deformationsstrom darstellbar ist Auf dem Vermögen des zusammen- 
gesetzten Parallel- und Deformationsstromes, innerhalb eines zweck- 
mässig begrenzten Bereiches jeden beliebigen Strom angenähert 
wiedergeben zu können (58, 59), beruht die grofse Brauchbarkeit 
der Formeln 87 (a). 

Wenn Zweifel entsteht, ob die Formeln 87 (a) mit genügender 
Genauigkeit die Druckkraft darstellen, haben wir die Gröfsenordnung 
des Ausdruckes (a) und eventuell der verwandten Ausdrücke noch 
höherer Ordnungen zu untersuchen. 

89. Die Bewegungsgleichungen der Kugel. — Wir denken uns 
im folgenden immer solche Bedingungen gegeben, dafs die Kraft 
mit genügender Genauigkeit den Einflufs des Flüssigkeitsdruckes auf 
die Bewegung der Eugel darstellt Wir können dann unmittelbar 
den folgenden Satz aufstellen: 

Eine Kugel, welche von einer beliebigen äufseren Kraft (X, D, 3) an- 
gegriffen wird, und welche sich in einem Flüssigkeitsstrom befindet, wird 
sich genau so bewegen, wie im leeren Räume unter dem Einflüsse von zwei 
äufseren Kräften: der gegebenen Kraft (£, g), 3) wn ^ &w* weiten Kraft 
{X, Y, Z)j welche durch die Formeln 87 (a) gegeben ist. 

Dieses Satzes werden wir uns im folgenden für die Diskussion 
der Bewegung unserer Eugel in der Flüssigkeit bedienen. Der Satz 
läfst sich durch Formeln ausdrücken, indem wir die Bewegungs- 
gleichungen der Eugel unter dem Einflufs dieser beiden Kräfte auf- 
stellen. Erinnern wir uns, dafs ä, h, ö die Beschleunigungskompo- 
nenten der Kugel sind, und bezeichnen wir durch M die Masse der 
Kugel, so werden die Bewegungsgleichungen: 

Mä = -q^{E{\ä-\ä)}-qä£ -q{ä a $ + ä ß Ö +&,&} +2 

Nach diesen Gleichungen läfst sich also die Bewegung der 
Kugel in der Flüssigkeit diskutieren, ohne dafs wir auf Betrach- 
tungen hydrodynamischer Natur zurückzugreifen brauchen. 
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Zweiter Abschnitt. 

Induktionskraft und Energiekraft. 

90. Teilung der Druckkraft — Die hydrodynamische Druck- 
kraft 87 (a) läfst sich in zwei Partialkräfte zerlegen, welche so ver- 
schiedene Eigenschaften haben, dafe es sich empfiehlt, ihren Einflufs 
auf die Bewegung der Kugel getrennt zu studieren. Wir schreiben 

X - X { + X e 
(a) Y = T i + Y € 

Z - Z. + z t , 

wo die Komponenten X v Y v Z i der ersten Partialkraft die Form 
totaler Ableitungen nach der Zeit haben, 

während die Komponenten der zweiten Partialkraft. als Aggregate 
von Geschwindigkeitsprodukten auftreten: 

X € = - qäß - q[ä a & + ä ß Ö + ä Y Ö] 

(c) Y e - -qßti-q[ß m t+ß fi 6 + ß f ä} 

Z e = -qft!-qlt m i'+} ß 6 + } r Ü) m 

Die erste dieser Kräfte wird als totale Zeitableitung einer in 
der Zeit veränderlichen Gröfse in einer eigentümlichen, fluktuierenden 
Weise auftreten, und wird, mit Rücksicht auf Newton's Bezeichnung 
für solche Ableitungen, die Fluxionskraft genannt werden können. 
Eine Kraft, welche in ähnlicher fluktuierender Weise wirkt, und 
auch mathematisch als eine totale Zeitableitung auftritt, ist die 
elektrodynamische Induktionskraft Nach Analogie können wir des- 
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halb auch die Kraft (b) als die hydrodynamische Induktionskraft 
bezeichnen. 

Die zweite Partialkraft (c) braucht nicht diese eigentümliche 
fluktuierende Natur zu haben, sondern kann den gewöhnlichen Kräften 
der Mechanik vollständig analog auftreten. Wie in den Ausdrücken 
für kinetische Energie treten in jedem Glied der Ausdrücke (c) Pro- 
dukte von Geschwindigkeiten auf, und es wird sich auch später 
zeigen, dafs sich die Komponenten dieser Kraft als Ableitungen 
eines Energieausdruckes längs der Koordinaten darstellen lassen. 
Mit Rücksicht hierauf werden wir diese zweite Partialkraft die hydro- 
dynamische Energiekraft nennen. 

91. Ente Integration der Bewegungsgleichungen der Kugel. — 
Der Umstand, dafs die Fluxions- oder Induktionskraft als eine totale 
Zeitableitung auftritt, macht es möglich, durch eine Integration un- 
mittelbar zu dem Studium derjenigen Geschwindigkeit überzugehen, 
welche von der Induktionskraft erzeugt wird« Diese Geschwindigkeit 
wird mit der totalen Geschwindigkeit der Kugel identisch sein in 
solchen Fällen, wo die Induktionskraft die einzige wirksame Kraft 
ist, und sonst im allgemeinen eine besonders wichtige Partial- 
geschwindigkeit der Kugel darstellen. 

Wir schreiben die Bewegungsgleichungen 89 (a) der Kugel auf, 
indem wir auf der rechten Seite den Ausdruck der Induktionskraft 
explicite beibehalten, während wir diejenige Kraft, welche nicht In- 
duktionskraft ist, durch (£ e ,9 e ,8 e ) bezeichnen. Diese Kraft werden 
wir die totale Energiekraft nennen; sie wird im allgemeinsten 
Falle die Summe der hydrodynamischen Energiekraft (X € , F e , Z) und 
der fremden, nicht hydrodynamischen Kraft (X, f), 3) se i n - 

Die Bewegungsgleichungen erhalten dann die Form: 

Mä - -j|- {*(**- **)}+*. 
(a) Mh = -jjj {*(**- tß}+». 

Nehmen wir an, dafs zur Zeit t = Kugel und Flüssigkeit in Ruhe 
waren, und integrieren wir die Gleichungen von t = bis t = t, so 
ergiebt sich: 
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t 

o 
* 

(b) Mb - -qE(\b -\ß)+ fV t dt 



t 

o 

Auf der linken Seite dieser Gleichungen stehen die Komponenten 
der Bewegungsgröfse der Kugel; auf der rechten Seite stehen 
die Komponenten der Kraftimpulse, welche die Kugel seit dem 
Anfang der Bewegung erhalten hat Dabei tritt der Kraftimpuls 
als die Summe von zwei partiellen Impulsen auf, deren einer von 
der Induktionskraft (X v Y v Z { ), der andere von der Energiekraft 
(^e'^e'SJ herrührt und es ist besonders hervorzuheben, dafs, während 
der Impuls der Energiekraft durch nicht ausgerechnete Integrale 
ausgedrückt ist, der Impuls der Induktionskraft mit explicite be- 
rechneten Werten der Komponenten auftritt 

Wir dividieren diese Gleichungen durch die Masse M der Kugel 
und schreiben gleichzeitig im ersten Glied rechts 

(c) M - QE, 

wo die Dichte, und E wie gewöhnlich das Volumen der Kugel 
darstellt Es ergeben sich dann die Gleichungen 



• 

d „ _x (id _ H)+: ijx<** 





I 



(<q b - -±ab-tfl+±f%dt 



o 
* 



o 

welche sofort zu der Definition zweier Partialgeschwindigkeiten der 
Kugel führen. 

92. Inducierte und energetische Geschwindigkeit des Mittel- 
punktes der Kugel. — Wir nennen die zwei Partialgeschwindigkeiten. 
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zu deren Betrachtang ans diese Entwickelang fahrt, die inducierte 
Geschwindigkeit, welche die Komponenten 

4 = --J-(i«-**) 

und die energetische Geschwindigkeit, welche die Komponenten 



d = 4f f$ dt 



o 
t 



0>) *. - i/».<» 



t 

o 
hat 

Die in diesen Formeln enthaltenen Definitionen sind zunächst 

dynamischer Natur: 

(A) Die inducierte Geschwindigkeit des Mittelpunktes der Kugel ist 
die durch den Impuls der Induktionskraft (X v Y v ZJ erzeugte Partial- 
geschwindigkeit dieses Punktes. 

(B) Die energetische Geschwindigkeit des Mittelpunktes der Kugel ist 
die durch den Impuls der totalen Energiekraft (£ e ,$ e ,8 e ) erzeugte Partial- 
geschioindigkeit dieses Punktes. 

Die Summe dieser Partialgeschwindigkeiten stellt die aktuelle 
Geschwindigkeit d, b, 6 der Eugel dar: 

d -ü d { + d e 
(c) b = b i + b t 

6 = ö. + ö e . 

Im allgemeinen wird eine solche Zerlegung einer Geschwindig- 
keit in Partialgeschwindigkeiten verschiedenen dynamischen Ur- 
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Sprunges erst dann eindeutig bestimmt sein, wenn wir die Kräfte 
als Funktionen der Zeit kennen. Im vorliegenden Falle ist aber, 
wegen der eigentümlichen Form der einen Partialkraft, die Zerlegung, 
eine eindeutige schon ohne jede Kenntnis der dynamischen Geschichte 
des Systems. Denn wie die Gleichungen (a) zeigen, ist die inducierte 
Geschwindigkeit schon durch die zur betrachteten Zeit vorliegenden 
Geschwindigkeiten in Verbindung mit den Dichtigkeiten der Kugel 
und der Flüssigkeit eindeutig gegeben. Die andere Partialgeschwin- 
digkeit, die energetische, ist folglich auch durch dieselben Daten 
eindeutig bestimmt In diesem Umstände der eindeutigen Bestimmt- 
heit der entsprechenden Partialgeschwindigkeiten liegt zunächst die 
Berechtigung der Zerlegung der Kraft nach dem von uns benutzten 
Princip. 

Es könnte beispielsweise von Anfang an natürlicher erscheinen, 
in den Bewegungsgleichungen die gesamte hydrodynamische Kraft 
als die eine, und die fremde, nicht hydrodynamische Kraft als die 
andere Partialkraft zu betrachten. Wir würden aber dann nicht mehr 
eine entsprechende eindeutige Zerlegung der Geschwindigkeiten in die 
von der hydrodynamischen und die von der nicht-hydrodynamischen 
Kraft herrührende Partialgeschwindigkeit erreichen. Je nachdem 
die vorausgehende Geschichte des Systems die eine oder die andere 
gewesen wäre, würden wir verschiedene Werte der Partialgeschwindig- 
keiten erhalten haben. 

Wir sind deshalb wohl berechtigt anzunehmen, dafs wir durch die 
von uns vorgenommene Teilung den zweckmäfsigsten oder vielleicht 
sogar den einzig möglichen Weg eingeschlagen haben, welcher zu 
einem vollständigen Verständnis des vorliegenden Mechanismus führen 
kann, und dies beruht vor allem auf der eindeutigen Natur der 
Zerlegung (c): 

(G) Die inducierte und die energetische Partialgeschivindigkeit des 
Mittelpunktes der Kugel sind durch die augenblicklich vorliegenden Ge- 
schwindigkeiten in Verbindung mit den Dichtigkeiten der Kugel und der 
Flüssigkeit eindeutig bestimmt. 

Die Gleichungen (a) und (c) enthalten die Beziehungen zwischen 
den jetzt teils kinematisch, teils dynamisch definierten Geschwindig- 
keiten. Eliminiert man aus diesen Gleichungen die inducierte Ge- 
schwindigkeit {d., b., ö t ) 9 so erhält man den Ausdruck der aktuellen 
Geschwindigkeit (d, b y 6) der Kugel durch die energetische Geschwin- 
digkeit {d e , b e , rfj und die Geschwindigkeit (ä, ß, y) des Einfallsstromes, 
nämlich: 
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6 = 



Q + tq ' * Q + \q 7j 



welches besonders wichtige Relationen sind. 

93. Induciertes nnd energetisches Feld. — Die eigentümliche 
Behandlungsweise unserer Aufgabe, zu welcher wir durch die oben ent- 
wickelte Eindeutigkeitseigenschaft geführt wurden, läfst sich auch durch 
die folgenden Worte charakterisieren: Die hydrodynamische Energie- 
kraft wird als eine mehr unwesentliche, dem System fremde Kraft 
betrachtet, und zu der möglicherweise auch wirksamen fremden Kraft 
hinzugerechnet. Die Induktionskraft dagegen tritt als die wesentliche, 
bei der dynamischen Wechselwirkung der Kugel und der Flüssigkeit 
in erster Linie thätige Kraft auf. 

Diese Bemerkung ist wichtig, wenn wir die Kräfte in ihrem 
Zusammenhang mit den Feldern betrachten wollen. Denn die Be- 
wegungsgleichungen 91 (a) beziehen sich direkt nur auf die Bewegung 
des Mittelpunktes der Kugel, und dadurch ist noch nicht eindeutig 
bestimmt, wie wir die inducierten und die energetischen Felder auf- 
zufassen haben. Im Anschlufs an die schon hervorgetretene Auf- 
fassung der Energiekraft als einer äufseren, fremden Kraft wird 
man unmittelbar zu der folgenden Fassung der Definition geführt: 

(A) Das energetische Geschwindigkeitsfeld ist das Feld der trans- 
latorischen Geschurindigkeit (d € , b t , <Q innerhalb der Kugel, welches durch 
die totale energetische Kraft (X e , D e , $ e ) erzeugt wird. 

Dieses Feld beruht also auf dem Eingreifen fremdartiger Ur- 
sachen, so dafs es sich empfiehlt, bei dem Studium unseres Mecha- 
nismus uns dieses Feld als entfernt vorzustellen, und das gesamte 
dann zurückbleibende inducierte Feld zu betrachten. Dieses indu- 
cierte Feld läfst sich deshalb nicht einfach als das durch die In- 
duktionskraft (X { , Y v Z|) erzeugte Feld definieren, sondern es ist ein 
Feld viel größerer Allgemeinheit, worin das durch die Induktions- 
kraft direkt erzeugte Feld als Partialfeld eingeht Die einfachste 
Definition wird deshalb die negative: 

(B) Das inducierte Feld ist dasjenige Feld, welches zurückbleibt, nach- 
dem man das energetische Feld entfernt hat. 
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Während das energetische Feld nur innerhalb der Kugel besteht, 
wird das inducierte ein zusammenhängendes äufseres und inneres 
Feld sein. Im äufseren Baum wird dann das inducierte Feld mit 
dem totalen, thatsächlich vorliegenden Stromfeld identisch sein. Im 
inneren Räume ist es dagegen ein Partialfeld, welches nach der 
Entfernung der energetischen Bewegung zurückbleibt Bewegt sich 
die Eugel ohne Volumänderung, so identificiert sich das innere in- 
ducierte Feld mit dem einfachen Translationsfeld (a., b v ö { ), dessen 
Geschwindigkeit der inducierten Geschwindigkeit im Mittelpunkte der 
Eugel gleich ist, welche durch den Impuls der Induktionskraft (X v Y v ZJ 
erzeugt ist. Hat dagegen die Eugel veränderliches Volumen, so 
bleibt, nach der Entfernung der energetischen Geschwindigkeit, aufser 
der Geschwindigkeit (d v b v 6 { ) auch noch eine radial gerichtete, durch 
die Kraft {X i9 Y it Z { ) nicht erzeugte Geschwindigkeit zurück, welche 
trotzdem zu dem inducierten Feld zu rechnen ist 

Was wir die Induktionskraft genannt haben, mufs deshalb 
nicht als Repräsentant des ganzen Induktionsvorganges betrachtet 
werden, sondern nur als Repräsentant eines gewissen Teiles desselben. 
In der That mufs die Induktionskraft 90 (b) in Verbindung mit der 
Druckkraft in der Flüssigkeit betrachtet werden. Diese Druck- 
kräfte haben wir nie explicite betrachtet, aber implicite lag ihre 
Fundamentaleigenschaft, eine nicht wirbelnde Bewegung zu erzeugen 
(15, Seite 22) allen unseren früheren kinematischen Betrachtungen 
zu Grunde. Die jetzt zu studierende Induktionskraft ergänzt diese 
Kräfte, wenn wir nicht nur die Bewegung der Flüssigkeit für sich, 
sondern Kugel und Flüssigkeit zusammen als ein einziges bewegtes 
materielles Kontinuum betrachten. 

94. Einführung der hydrodynamischen Feldintensität — Bei 
dem Studium des vollständigen inducierten Feldes wird es sich vor- 
teilhaft zeigen, die Geschwindigkeit durch eine andere Vektorgröfse, 
nämlich die hydrodynamische Feldintensität zu ersetzen, auf 
deren Brauchbarkeit für die Beschreibung der Bewegung materieller 
Kontinua wir schon früher (13) hingedeutet haben. 

Diese Feldintensität ist das Produkt der Geschwindigkeit in die 
Dichte der bewegten Materie, oder auch die auf die Einheit des 
Volumens bezogene Bewegungsgröfse der bewegten Materie. Nach 
den Elementen der Mechanik ist eine Bewegungsgröfse immer einem 
bestimmten Kraftimpuls gleichwertig. Wenn ich also die geometrische 
Verteilung der Feldintensität in einem bewegten materiellen Konti- 
nuum kenne, so weiis ich auch, welchen Kraftimpuls jedes Volum- 
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dement des Kontinuums seit dem Anfange der Bewegung erhalten 
hat Da die vorgenommene Zerlegung der uns vorliegenden Be- 
wegungsfelder eben auf der Betrachtung der von Induktionskraft und 
Energiekraft getrennt herrührenden Impulsen beruht, ist es schon 
von Anfang an zu erwarten, dafs nach der Zerlegung die An- 
wendung der Feldintensität anstatt der Geschwindigkeit Vorteile 
darbieten wird. 

Im Ausdrucke des Geschwindigkeitspotentials der Flüssigkeit 
treten die vier Geschwindigkeitskomponenten d, b, 6, d der Kugel 
auf. Durch Multiplikation mit der Dichte q der Flüssigkeit erhalten 
wir die entsprechenden Feldintensitäten; diese werden als Parameter 
in die Feldintensitätspotentiale eingehen, und wir werden sie durch 
ö, J, ö, d bezeichnen. Gleichzeitig kommen im Ausdrucke des Ge- 
schwindigkeitspotentials der Flüssigkeit die Geschwindigkeitskompo- 
nenten äj ß, f vor; die entsprechenden Feldintensitäten werden wir 
durch ß, ß, f bezeichnen, und das dem Geschwindigkeitspotential cp 
entsprechende Feldintensitätspotential schreiben wir <p. 

Im Innern der Kugel ist es nur das inducirte Partialfeld, dessen 
Darstellung durch Feldintensitäten Interesse hat Natürlich kann 
man auch das energetische Feld durch Feldintensitäten ausdrücken; 
da es aber schon an sich absolut einfach ist, und nur getrennt 
nicht unmittelbar in Verbindung mit den anderen Feldern betrachtet 
werden wird, hat dieser Übergang zu einer anderen Darstellung 
weniger Interesse. Das Feld, welches nach Entfernung des ener- 
getischen Feldes im Innern der Kugel zurückbleibt, lädst sich durch 
die drei Geschwindigkeitskomponenten d v b i9 6 i und die Badial- 
geschwindigkeit d ausdrücken. Der Dichtigkeitsfaktor ist jetzt Q, 
und wir werden die entsprechenden vier Feldintensitäten durch 
Äj ß } Cj D bezeichnen. Das entsprechende Potential der Feldintensität 
im Innern der Kugel, welches aus dem Potential <J>. des inducierten 
Geschwindigkeitsfeldes entsteht, werden wir durch 4> bezeichnen. 

Für den Übergang von Geschwindigkeiten zu Feldintensitäten 
erhalten wir also das folgende Schema: 

ä — qd & = qd Ä = Qd { 

h = qb ß = qß ß = Qb € 

(a) 



ö = qd f = qy 


= Q6 { 


d — qd 


D = Qd 


$ = qtp <b = 


Q<t> t . 
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Wenn wir mit Hilfe dieser Ausdrücke die Geschwindigkeiten 
der Formeln 92 (a) durch die entsprechenden Feldintensitäten er- 
setzen, so ergiebt sich 

A - -±a+ \a 

(b) J5 15 + 1/? 

- -\t + \f. 

Wie aus dem Vorhergehenden ersichtlich ist, meinen wir, wenn 
wir von der Feldintensität schlechthin reden, nur die Feldintensität 
in der inducierten Partialbewegung. Dieses mufs zur Vermeidung 
naheliegender Missverständnisse stark hervorgehoben werden. Die 
Feldintensität der totalen vorliegenden Bewegung würden wir eventuell 
als die totale Feldintensität, diejenige der energetischen Partial- 
bewegung als die energetische Feldintensität bezeichnen. Die Be- 
trachtung derselben bietet aber kein besonderes Interesse dar. 

Da der Übergang von Geschwindigkeit zu Feldintensität für 
das folgende äufserst wichtig ist, fassen wir noch das Vorhergehende 
in die folgende Begel zusammen: 

(A) Man geht von der Geschwindigkeit *u der Feldmtensität in der 
Weise über, dafs man erst die energetische Patiialgeschwindigkeit entfernt, 
und die übrigbleibende, inducierte Geschwindigkeit mit der Dichte des be- 
wegten Stoffes muUiplioiert. 

Diese Begel ist allgemein gültig: in der Flüssigkeit, wo über- 
haupt keine energetische Geschwindigkeit vorkommt, reduciert sich 
alles auf die Multiplikation mit der Dichtigkeit q. Im Innern der 
Eugel gilt dasselbe, solange keine Energiekraft thätig gewesen ist, 
nur dafs der Dichtigkeitsfaktor hier Q ist Wirkt aber eine Energie- 
kraft, so mufs erst die energetische Geschwindigkeit entfernt werden. 

Im Anschlufs an diese Begel, welche unsere Definition der 
Feldintensität enthält, können wir den folgenden Satz aufstellen, 
welcher die dynamische Bedeutung dieser Gröfse erläutert: 

(B) Die Feldmtensität in einem beliebigen Punkte ist gleich dem- 
jenigen Kraftimpuls, welchen das dort befindliche Volumelement des be~ 
wegten materiellen Kontimtiums seit dem Anfange der Bewegung erhalten 
hat, wobei der von der Energiekraft herrührende Impuls nicht mitgerechnet 
werden darf 

Das Entfernen des energetischen Impulses kommt wieder nur 
in Frage, wenn man die Verhältnisse im Innern der Eugel be- 
trachtet, und dabei auch nur, wenn die Eugel thatsächlich von einer 
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Energiekraft hydrodynamischen oder nicht hydrodynamischen Ur- 
sprunges angegriffen wird. 

95. Selbstinduktion und Fremdinduktion. — Die hydrodyna- 
mische Induktionskraft tritt als eine Summe von zwei PartiaLkräften 
verschiedenen Ursprunges auf: 

X i — x 9 i + x f% 

W Y i - Y .i + Y n 

Z i = Z Bi + Z ff 

Die erste dieser Partialkräfte 

(b) T tt - -\q±{Eb) 

Z.i - -\9j- t {E6) 

hängt nur von der Bewegung der Kugel in Verbindung mit dem 
blofsen Vorhandensein der Flüssigkeit ab, und kann dementsprechend 
als die selbstinducierende Kraft bezeichnet werden. 
Die zweite 

(c) ** - U-TtWfi 

Z fi = i9j- t (Ef) 

ist dagegen von der Bewegung der Flüssigkeit abhängig. Sie be- 
ruht auf einer für die Kugel fremden Bewegung, und kann als die 
fremdinducierende Kraft bezeichnet werden. 

Die selbstinducierende Kraft läfst sich von jeder anderen Kraft 
hydrodynamischen Ursprunges getrennt studieren. Denn setzen wir 
voraus, daJfe zu jeder Zeit 

(d) ä = ß = y = 0, 

so verschwindet die fremdinducierende Kraft identisch. Die Be- 
dingungen (d) sagen aus, dafs kein Einfallsstrom vorhanden ist Denn 
sind die linearen Geschwindigkeiten dauernd Null, so können auch 
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nicht deformative Geschwindigkeiten a a , äß, d Y , $,,... bestehen. 
,Es wird dann nicht nur die fremdinducierende Kraft verschwinden, 
sondern auch die gesamte Energiekraft 90 (c). Der Erscheinung der 
reinen Selbstinduktion begegnen wir also, wenn sich eine Kugel in 
ursprünglich ruhender Flüssigkeit bewegt, und die selbstinducierende 
Kraft wird dann die einzige Kraft hydrodynamischen Ursprunges 
sein, welche überhaupt in Frage kommt 

Die fremdinducierende Kraft läfst sich dagegen nicht isolieren. 
Denn die Wirkung derselben wird notwendig die Bildung einer Ge- 
schwindigkeit (4, i, d) der Kugel sein, und mit dem Auftreten dieser 
Geschwindigkeit, oder schon mit dem Auftreten der zur Bildung 
dieser Geschwindigkeit notwendigen Beschleunigung tritt auch sofort 
die selbsünducirende Kraft in Wirksamkeit Eine reine Fremd- 
induktionserscheinung besteht also nicht in demselben Sinne, als 
die reine Selbstinduktionserscheinung. Indem wir den Gesichtspunkt 
etwas verändern, werden wir aber sagen, dafs die Erscheinung der 
reinen Fremdinduktion vorliegt, wenn die fremdinducierende Kraft 
die einzige primäre Ursache der Bewegung der Kugel ist Denn 
während die selbstinducierende Kraft niemals primär bewegungs- 
erzeugend wirken, sondern nur die auf anderen Ursachen be- 
ruhende Bewegung modificieren kann, hat die fremdinducierende 
Kraft, wie jede fremde Kraft, das Vermögen, eine Bewegung von 
Anfang an einleiten zu können. 

Wenn deshalb die inducierende Kraft als einzige Ursache der 
Bewegung der Kugel auftritt, werden wir sagen, dafs die Erscheinung 
der reinen Fremdinduktion vorliegt Die Bedingung für das Auf- 
treten derselben wird dann, dafs die Kugel keine auf die Wirkung 
einer Energiekraft zurückführbare Geschwindigkeit besitzt, also 

(e) d 6 = b t = ö e = 0. 

Dieses Verschwinden der energetischen Geschwindigkeit möge sonst 
darauf beruhen, dafs keine Energiekraft, weder hydrodynamischen 
noch fremden Ursprunges, besteht, oder darauf, dafs die fremde 
Energiekraft der hydrodynamischen Energiekraft genau gleich und 
entgegengesetzt ist 

Es empfiehlt sich, die somit definierten Erscheinungen der 
reinen Selbstinduktion und der reinen Fremdinduktion getrennt zu 
studieren, ehe wir zu dem allgemeinsten Falle der hydrodynamischen 
Induktion und zu dem Zusammenwirken von Induktionskraft und 
Energiekraft übergehen. 
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Dritter Abschnitt. 

Die reine Selbstinduktion. 

96. Bewegung einer Kugel in ursprünglich ruhender Flüssig- 
keit — Die Bedingungen für das Zustandekommen der reinen Selbst- 
induktionserscheinung sind also durch die Gleichungen 95 (d) gegeben, 
wonach der Einfallsstrom verschwindet, so dafs sich die Kugel in 
ursprünglich ruhender Flüssigkeit bewegt Die Bewegungen der 
Kugel und der Flüssigkeit werden dann in kinematischer Beziehung 
durch die Potentiale 35 (a) und (b) gegeben sein, nämlich 

= i-J 1 *' + d{x-a) + b{y-b) + ö(z-c) 
(a) 

V = - yd- \* \fi{x- a) + b{y-b) + d{z - e)} . 

Das entsprechende Geschwindigkeitsfeld wird in Specialfällen durch 
die Figuren 1 oder 7, im allgemeinsten Falle durch ein Kurven- 
system wie dasjenige der Figur 8 gegeben sein. 

In diesem Falle ist also die selbstinducierende Kraft 

(b) r< - - \q^b) 

die einzig auftretende Kraft hydrodynamischen Ursprunges. Durch 
Ausführung der Differentiation nach der Zeit nehmen die Ausdrücke 
dieser Kraftkomponenten die Form 

X t = -\qEä-\q£& 
(b') r< - -\qEl-±q£b 

Z i = — % q Eö — \qSö 

an. Hat endlich die Kugel konstantes Volumen, so verschwindet 
das letzte Glied rechts, und wir erhalten einfacher: 
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X. = -\qEä 
(b") Y t \qEh 

%i = -iqX*. 

Wie schon oben hervorgehoben, kann diese Kraft nicht primär 
bewegongserzeugend wirken, ebensowenig wie die träge Reaktion 
eines Körpers gegen Bewegongsänderongen bewegongserzengend 
wirken kann. Mit der auf der Trägheit beruhenden Reaktion ist 
nämlich diese Kraft sehr nahe verwandt, wie man aus dem Special- 
fall (b") sieht Denn in diesem Falle ist die Kraft, genau wie die 
wegen der Trägheit eintretende Reaktion, der augenblicklich vor- 
liegenden Beschleunigung ä, b, ä entgegengesetzt gerichtet, und der 
Unterschied reduciert sich darauf, dafs als Proportionalitätsfaktor 
nicht die Masse M der Kugel selbst, sondern die Hälfte der von 
der Eugel verdrängten Flüssigkeitsmasse 

(c) m = qE 

auftritt. 

Im allgemeinen Falle (b') verändern sich die Verhältnisse insofern, 
als dieser Proportionalitätsfaktor nicht mehr eine konstante, sondern 
eine veränderliche Gröfee ist, während gleichzeitig eine ergänzende, 
von den Geschwindigkeitsprodukten $d, $Jb, JSJö abhängige Partial- 
kraft hinzutritt Aber auch diese letzte Partialkraft kann nur in 
eine schon vorhandene Bewegung der Kugel modificierend eingreifen, 
und nicht selbst primär bewegungserzeugend wirken, weil sie eben 
das Vorhandensein einer Geschwindigkeit der Kugel voraussetzt 

Als primäre Bewegungsursache und erste Bedingung für das 
Eintreten der reinen Selbstinduktionserscheinung mufs deshalb not- 
wendig eine fremde Energiekraft entweder wirken oder gewirkt 
haben, so dafs eine energetische Geschwindigkeit vorhanden ist 

Den Ausdruck der von der selbstinducierenden Kraft erzeugten, 
inducierten Geschwindigkeit finden wir aus 92 (a), wenn wir d, ß 
und y gleich Null setzen, also 

(d) *, --*f* 

Bjbrkcth, Vorlesungen. L 10 
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Diese Gleichungen stellen also Relationen zwischen der inducierten 
und der aktuellen Geschwindigkeit der Engel dar. Gleichzeitig gehen 
die Gleichungen 92 (d) in die folgenden 

W » - «TT, 4 - 



6 = 



Q 



Q + tq € 



über, welche Relationen zwischen der aktuellen und der energeti- 
schen Geschwindigkeit der Kugel darstellen. 

Die folgende Diskussion der reinen Selbstinduktionserscheinung 
wird in zwei wesentlich verschiedene Teile zerfallen. 

Erst betrachten wir nur die Bewegung des Mittelpunktes der 
Kugel, eine Bewegung, welche vollständig gegeben ist durch die zwei 
explicite betrachteten Kräfte, die fremde Energiekraft und die hydro- 
dynamische Induktionskraft. Bei dieser Diskussion werden wir der Ein- 
fachheit halber den Ausdruck der Geschwindigkeit der Kugel als Syno- 
nym für die Geschwindigkeit des Mittelpunktes der Kugel verwenden. 

Dann gehen wir zu der Frage von den inducierten Feldern 
über, wobei, sofern Volumänderungen vorliegen, die Geschwindigkeit 
der Kugel nicht nur als die Geschwindigkeit ihres Mittelpunktes 
aufzufassen ist Bei diesem Studium begegnen wir einem kinematisch- 
dynamischen Vorgang grofser Allgemeinheit, bei welchem die im 
Mittelpunkte der Kugel angreifende, explicite berechnete Induktions- 
kraft nur eine ergänzende Bolle spielt neben den im ganzen 
Flüssigkeitsfelde auftretenden Druckkräften, die wir nie explicite 
betrachtet haben, während doch ihre Eigenschaft, Bewegungen nur 
potentieller Natur zu erzeugen, die Grundlage aller unserer kinema- 
tischen Betrachtungen bildete. 

97. Vergleich der Bewegung der Kugel im leeren Saume und 
in der Flüssigkeit — Da in dem vorliegenden Falle die selbst- 
inducierende Kraft die einzige wirksame Kraft hydrodynamischen 
Ursprunges, und die energetische eine vollständig fremde, nicht 
hydrodynamische Kraft ist, kommen wir zu der folgenden einfachen 
Auffassung der energetischen Geschwindigkeit 

Die energetische Geschwindigkeit ist diejenige Geschwindigkeit, 
welche die Kugel im leeren Baume würde angenommen haben unter 
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dem Einflufs derselben fremden Kraft, die in der Flüssigkeit auf 
sie wirkt 

Diese Bemerkung führt von selbst zu einer einfachen Form 
der Diskussion der Bewegung der Kugel in der Flüssigkeit Wir 
vergleichen die Gesetze dieser Bewegung mit den uns vollständig 
vertrauten Gesetzen der Bewegung, welche dieselbe Kugel im leeren 
Baume unter sonst gleichen Bedingungen annimmt, das heilst unter 
dem Einflüsse einer Kraft, welche in beiden Fällen als dieselbe 
Funktion der Zeit auftritt; denn bei der Integration 91 war die 
Zeit die Variable. Da die Kugel bei der Bewegung einmal in der 
Flüssigkeit und einmal im leeren Baume zu den verglichenen Zeit- 
punkten im allgemeinen Verschiedene Lagen einnimmt, so werden 
die Kräfte, welche als dieselben Funktionen der Zeit auftreten, 
meistens verschieden sein, wenn sie als Funktionen der Koordinaten 
betrachtet werden. Von dieser Abhängigkeit der Kraft von den 
Koordinaten sehen wir aber ganz ab. 

Unter den somit festgestellten Voraussetzungen sagen die 
Gleichungen 96 (e) unmittelbar folgendes über die Bewegung der 
Kugel in der Flüssigkeit und die gewählte Vergleichsbewegung im 
leeren Baume aus: 

Unier dem Einflüsse derselben äufseren Kraft wird sich die Kugel 
in der Flüssigkeit mit 

(a) Ö+i« 

mal kleinerer Geschwindigkeit als im leeren Baume bewegen. 

Der Faktor (a), oder das Hemmungs Verhältnis, hängt nur von 
der Verhältniszahl : q ab, und nimmt mit dem Werte dieser Ver- 
hältniszahl immer zu. Ist Q : q gleich Null, die Kugel also un- 
endlich leicht relativ zu der Flüssigkeit, so wird (a) gleich Null 
oder es tritt absolute Hemmung der Bewegung der Kugel ein; an 
der anderen Grenze, wenn Q : q unendlich, die Kugel also unendlich 
schwer im Verhältnisse zu der Flüssigkeit ist, erreicht (a) seinen gröfsten 
Wert 1, so dafs die Hemmung verschwindet Sonst ist das Hemmungs- 
verhältnis eine Konstante, wenn die Kugel unveränderliches Volumen 
hat, dagegen eine von der Zeit abhängige Grofse, wenn sie veränder- 
liches Volumen hat, so dafs die Dichte Q variabel ist 

Wir betrachten erst den einfachen Fall, dafs die Kugel kon- 
stantes Volumen hat, und dafs die fremde Kraft schon zu wirken 
aufgehört hat. Bei der Vergleichsbewegung im leeren Baume wird 
dann die Kugel mit der konstanten Geschwindigkeit {d e , b e , dj fort- 

10* 
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schreiten, und die durch Multiplikation mit dem konstanten Faktor 
(a) entstandene Geschwindigkeit (d, b, 6) wird also auch konstant sein. 
Die inducierende Kraft, welche in diesem Falle die Form 96 (b") 
hat, hört also zu wirken auf, und die Kugel schreitet fort wie im 
leeren Baume, wenn keine Kraft eingreift. Der Fiinflufs der Flüssig- 
keit zeigt sich nur darin, dafs die erreichte Geschwindigkeit (d, b, d) 
im Verhältnis (a) kleiner ist als im leeren Baume, und zwar beruht 
dieses auf dem vorhergehenden Eingreifen der selbstinducierenden 
Kraft zu der Zeit, wo die Bewegung erzeugt wurde. 

Hat die Kugel veränderliches Volumen, so wird die Vergleichs- 
bewegung im leeren Baume nach genau denselben Gesetzen ver- 
laufen, als wenn sie konstantes Volumen hätte, im besonderen wird 
die energetische Geschwindigkeit (ä e , J e , dj konstant sein, nachdem die 
Kraft zu wirken aufgehört hat Die Induktionskraft hat aber jetzt 
die allgemeinste Form 96 (b')> und wird nicht mehr gleichzeitig mit 
der Energiekraft verschwinden, sondern in einer eigentümlichen 
Weise regulierend in die Bewegung eingreifen. Die Geschwindigkeit 
(dj b, (f) wird nämlich, wegen der konstanten Natur von (d 6 , b 6 , dj und 
der veränderlichen Natur des Faktors (a) eine veränderliche sein, 
und zwar so, dass die Kugel bei gröfster Dichte am schnellsten 
und bei kleinster Dichte am langsamsten fortschreitet Liegen also 
beispielsweise periodische Volumänderungen oder Pulsationen vor, 
so wird ein eigentümlicher Bhythmus in dem Fortschreiten der Kugel 
eintreten, aber so, dafs ihre Geschwindigkeit im Mittel konstant 
bleibt Die Bewegung der Kugel wird dann in zwei einander 
superponierten Partialbewegungen bestehen, einer gleichmäfsig fort- 
schreitenden und einer oscillierenden. Es ist wichtig, zu beachten, 
dafa diese eigentümlichen selbstinducierten Oscillationen der Kugel 
nicht mit den Pulsationen synchron, sondern um eine viertel Phase 
verschoben sind, denn die Geschwindigkeit (d, b, d) wird nach 96 (e) 
bei kleinstem Volumen am gröfsten, während die Pulsationsintensität 
bei mittlerem Volumen am gröfeten ist 

Der Vergleich mit dem Felde der Figur 8 ist lehrreich. Der 
neutrale Punkt des Feldes wird während der Expansionsbewegung 
hinter und während der Kontraktionsbewegung vor der Kugel 
liegen. Dabei bewegt sich die Kugel, als würde sie von dem neu- 
tralen Punkte angezogen: ihre Bewegung wird verzögert, wenn dieser 
Punkt hinten, beschleunigt, wenn er vor der Kugel liegt 



98. Die Bahn der KugeL — In dem einfacheren Falle, wo 
die Kugel konstantes Volumen hat, können wir auch unmittelbar 
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ihre Bahnen im leeren Baume und in der Flüssigkeit vergleichen. 
Denn wean der Beduktionsfaktor eine von der Zeit unabhängige 
Grösse ist, lassen sich die Gleichungen 96(e) nach der Zeit integrieren. 
Wenn wir dabei sofort die Integrationskonstante gleich Null setzen, 
fährt die Integration zu den Gleichungen 

Q 
d -— — d 

Q + \q ■ • 



c = 



Q 



<? + **•' 



a,b,e sind hier die Koordinaten des Mittelpunktes der Kugel, wenn 
sie sich in der Flüssigkeit bewegt, und o«, b , o t können als die 
Koordinaten der Kugel im Falle der idealen Vergleichsbewegung 
aufgefafct werden. Wir finden also das Resultat: 

Unter dem Einflüsse derselben äufseren Kraft wird eine Kugel kon- 
stanten Volumens eine ähnliche Bahn in der Flüssigkeit wie im leeren 
Baume durchlaufen, nur dafs die linearen Dimensionen in demselben 
konstanten Verhältnisse wie die Geschwindigkeit verkleinert werden. 

Dafe wir, wie schon hervorgehoben, die Kraft als Funktion der 
Zeit und nicht als Funktion der Koordinaten betrachten, mufs hier 
besonders festgehalten werden. Das folgende Beispiel wird den 
Unterschied erläutern. Eine an einem elastischen Stabe befestigte 
Kugel wird im leeren Baume in einer LissAJOtrs'schen Kurve herum- 
laufen. Wenn die Kugel eine solche Kurve durchläuft, wird die 
Kraft als eine bestimmte Funktion der Zeit auftreten. Wenn die 
Kugel jetzt in die Flüssigkeit eingebracht wird, so tritt die Bewegung 
in der verkleinerten LissAJOüs'schen Kurve ein, wenn die Kraft die- 
selbe Funktion der Zeit bleibt Diese Kraft erhält man aber nicht 
durch die Befestigung der Kugel auf demselben Stabe, denn das 
würde zur Folge haben, dafs die Kraft, als Funktion der Koordinaten 
betrachtet, dieselbe bliebe, und folglich eine andere, als die ver- 
langte, wenn die Kugel in der kleineren Bahn herumliefe. Der Ver- 
such im leeren Baume dient also nur zu der rein mathematischen 
Definition der verlangten Kraft als Funktion der Zeit, und zwar würde 
man, um den konkreten Versuch auszuführen, einen steiferen Stab zu 
wählen haben, wenn sich die Kugel in der Flüssigkeit bewegen solL 

Der Satz ist nicht mehr gültig, wenn die Kugel veränderliches 
Volumen hat Indessen kann man leicht die Natur der dabei ein- 
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tretenden Modifikationen der Bahn überblicken. Die Kugel hat bei 
gröfserer Dichte etwas grofsere, bei kleinerer Dichte etwas kleinere 
Geschwindigkeit, als bei einer konstanten mittleren Dichte. Die 
Kugel veränderlichen Volumens wird deshalb abwechselnd etwas vor 
oder etwas nach der Kugel konstanten Volumens kommen, und bei 
schnellen Pulsationen mit kleinen Amplituden wird der Unterschied 
unerheblich sein, so dafc wir in den meisten Fällen den aufgestellten 
Satz benutzen können, jedenfalls, um uns qualitativ über die Bahn 
der Kugel zu orientieren. Und zwar wird es um so genauer ge- 
schehen können, je kleiner die Volumänderungen sind. 

99. Das Feld der induoierten Geschwindigkeit, wenn die Kugel 
konstantes Volumen hat — Die eben durchgeführte Diskussion der 
Bewegung des Mittelpunktes der Kugel erläutert die allgemeine 
Wirkungsweise der selbstinducierenden Kraft 96 (b). Wir gehen jetzt 
zu der Betrachtung der Felder über, indem wir nach der Definition 
93 (B) das energetische Feld ausscheiden, um das zurückbleibende 
inducierte Feld besonders zu studieren. 

Um erst den einfachsten Fall zu untersuchen, denken wir uns, 
dafs die Kugel konstantes Volumen hat. In 96 (a) ist dann d gleich 
Null, und das Potential der inneren Geschwindigkeit vereinfacht 
sich auf; 

(a) = d{x — a) + b(y - b) + 6{% - c). 

Dieses Potential können wir in derselben Weise wie die Ge- 
schwindigkeit 92 (c) zerlegen, nämlich in das Potential der ener- 
getischen, 

(b) 0. = d e {x -a) + b e (y-b) + rf e (* - e), 
und das Potential der inducierten Geschwindigkeit, 

(c) 0, - d ( (x - a) + b.{y - b) + 6 { {x - c). 

Stellen wir uns auf den Standpunkt unserer früheren, rein kine- 
matischen Betrachtungen, so haben wir es nur mit dem Potential 
(a) der aktuellen Geschwindigkeit zu thun. Aus rein kinematischen 
Betrachtungen haben wir abgeleitet, dafs die Kugel, wenn sie die 
durch dieses Potential gegebene Bewegung hat, eine solenoidal an- 
schliessende Bewegung in der Flüssigkeit erzwingt, welche durch 
das Potential 
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(d) <p = -}Jd(*-a) + i(»-i) + d(*-ß) 

dargestellt wird. 

Jetzt betrachten wir aber denselben Vorgang von dem Stand- 
punkte unserer eben angestellten dynamischen Überlegungen aus. 
Befindet sich dann die Eugel erst im leeren Baume, so entsteht die 
durch das Potential (b) der energetischen Geschwindigkeit dargestellte 
Bewegung. Befindet sie sich aber in der Flüssigkeit, so entstehen 
aufser der energetischen auch zwei andere Bewegungen: die durch 

(d) gegebene Bewegung der umgebenden Flüssigkeit, und die durch 
(c) gegebene inducierte Bewegung der Eugel. Die letztere super- 
poniert sich der energetischen (b) und erzeugt dadurch die that- 
sächliche Bewegung (a) im Innern der Eugel. 

In Anschlufs an diese Betrachtungen können wir sagen: die 
Potentiale (a) und (d) stellen kinematisch zusammengehörende, aus 
kinematischen Gründen gleichzeitig miteinander entstehende Bewe- 
gungen dar; (d) und (c) dagegen stellen dynamisch zusammen- 
gehörende, aus dynamischen Gründen gleichzeitig miteinander ent- 
stehende Bewegungen dar. Das Studium der kinematisch zusammen- 
gehörenden Bewegungen bildete im vorhergehenden, kinematischen 
Teil unseren einzigen Gegenstand. Jetzt erweitert sich die Aufgabe 
so, dafs wir zugleich die dynamisch zusammengehörenden Bewegungen 
in die Untersuchung annehmen haben. 

Das Feld dieser dynamisch zusammengehörenden Bewegungen 
heifst nach unserer Definition 93 (B) das inducierte Feld. Das- 
selbe bildet ein vollständiges Vektorfeld, und wir werden dasselbe 
untersuchen, genau wie wir früher das aus zwei kinematisch 
zusammengehörigen Feldern gebildete Gesamtfeld untersucht haben. 

Die zwei Felder (d) und (c) für sich betrachtet, sind Laflace'- 
sche Felder, genau wie die kinematisch zusammengehörigen (a) und 
(d). Alles wird deshalb auf die Verhältnisse an der Grenzfläche 
ankommen. Vergleichen wir besonders die Werte der Potentiale (c) 
und (d) an der Oberfläche der Eugel. Wir substituieren also r = d, 
und geben gleichzeitig x, y, % die Werte x, y, %\ welche die laufenden 
Koordinaten an der Kugelfläche sind. Erinnern wir uns dann zu- 
gleich der Werte 96 (d) der inducierten Geschwindigkeitskomponenten, 
so ergiebt sich ohne weiteres zwischen den Potentialwerten <p' und 0/ 
an der Oberfläche der Eugel die einfache Relation: 

(e) q<p' = Q<1>;. 
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Differentiiert man längs einer zur Grenzfläche tangentiellen Richtung 
s y und stellt nachher die Gleichung um, so ergiebt sich: 

ß «7 : -d7 = 0: ^ 

Also finden wir das einfache Resultat, dafs sich an der Grenzfläche 
die tangentiellen Geschwindigkeitskomponenten umgekehrt 
wie die Dichtigkeiten verhalten. 



100. Einführung der Feldintenaitat. — Diese Grenzflächen- 
bedingung ist mit keiner der beiden als besonders wichtig hervor- 
gehobenen Grenzflächenbedingungen, nämlich der solenoidalen (8) 
und der potentiellen (9), identisch. Offenbar ist sie aber mit der 
potentiellen nahe verwandt, und es genügt, die Geschwindigkeiten 
durch die entsprechenden Feldintensitäten (94) zu ersetzen, um 
Vektorfelder zu erhalten, deren Potentiale 

(a) <p = q<p, * » Q0 { 

sich an der Grenzfläche kontinuierlich aneinander schliefsen: 

(b) tp' = &. 

Die Feldintensität erfüllt also die potentielle Grenzflächen- 
bedingung, und da zugleich beide Partialfelder potentiell sind, so 
bilden sie zusammen ein potentielles Gesamtfeld (9). 

Multiplicieren wir die expliciten Ausdrücke 99 (c) und (d) mit 
Q und q, und benutzen die Bezeichnungen 94 (a), so ergeben sich 
als explicite Ausdrücke der Feldintensitätepotentiale: 

(c) 

$ == A{x — a) + ß(y — b)+ C(z-o). 

Da dj ß, y, und folglich auch cl, ß, f gleich Null sind, so reducieren 
sich gleichzeitig die Gleichungen 94 (b) auf: 

(d) Ä \a, ß -J5, C - -\t. 

Von den expliciten Potentialausdrücken (c) in Verbindung mit den 
Relationen (d) kommt man auch unmittelbar zu der Gleichung (b) 
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und dem Resultat über die potentielle Natur der Feldintensität im 
ganzen Räume zurück. 

101. Vollständiges Potentialfeld und vollständiges Solenoidal- 
feld. — Von unserer früheren Beschreibung der vorliegenden Be- 
wegungserscheinung durch die Geschwindigkeit, welche ein voll- 
ständiges Solenoidalfeld bildet, sind wir also zu einer neuen Be- 
schreibungsform gelangt, wo eine im ganzen Räume potentielle 
Vektorgröfse, die Feldintensität, zur Verwendung kommt Das voll- 
ständige Solenoidalfeld ist in der Figur 7 durch ein System von 
vollständig in sich geschlossenen Stromröhren dargestellt Eine Dar- 
stellung des vollständigen Potentialfeldes würde man erhalten, wenn 
man die zu den Kurven der Figur 7 normal verlaufenden Kurven 
zeichnete. Diese Kurven würden bei der Umdrehung der Figur die 
sich kontinuierlich durch die Grenzfläche fortsetzenden Äquipotential- 
flächen der Feldintensität darstellen. Wählt man die nacheinander 
folgenden Kurven oder Flächen mit Potentialunterschied Eins und 
benutzt eine hinlänglich kleine Einheit, so erhält man die lamelläre 
Darstellung (6) des vollständigen Potentialfeldes. 

Hierbei ist zunächst zu bemerken, dafs man in beiden Fällen 
eine gleich vollständige Beschreibung der vorliegenden Bewegungs- 
erscheinung erreicht Denn ist die aktuelle Geschwindigkeit durch die 
Potentiale 99 (a) und (d), und sind zugleich die Dichtigkeiten q und Q 
gegeben, so kann man in eindeutiger Weise, wie oben entwickelt, 
erst die energetische Geschwindigkeit ausscheiden, und dann durch 
Multiplikation der rückbleibenden inducierten Geschwindigkeiten mit 
den Dichtigkeitsfaktoren zu den Potentialen der Feldintensitäten 
100 (a) und (c) gelangen. Sind andererseits diese Feldintensitäts- 
potentiale und zugleich die Dichtigkeiten q und Q gegeben, so kann 
man durch Division durch die Dichtigkeiten zu den Potentialen 
der inducierten Geschwindigkeiten zurückkommen, und von der in- 
ducierten Geschwindigkeit der Kugel schliefst man nach den Glei- 
chungen 96 (d) eindeutig auf ihre aktuelle Geschwindigkeit 

Zur weiteren Veranschaulichung haben wir in den Figuren 24 
und 25 die beiden Felder durch Pfeile dargestellt, welche die Gröfse 
und Richtung der Vektoren darstellen« Die beiden formell gleich- 
berechtigten Beschreibungsformen lassen verschiedene Eigenschaften 
der Bewegung zu Tage treten. 

Die Darstellung durch Geschwindigkeit (Fig. 24) ist zunächst 

,die anschaulichste, weil man sofort die richtige Vorstellung von der 

Ortsveränderung der Kugel erhält Weiter zeigt diese Darstellung 
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unmittelbar, wie das Fortschreiten der Engel die Bewegung in der 
Flüssigkeit aus rein kinematischen Ursachen hervorzwingt 

Die zweite Figur zeigt, wie die Flüssigkeit dynamisch gegen 
die aus kinematischen Ursachen hervorgegangene Bewegung reagiert 
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Fig. 24. Geschwindigkeitsfeld der fortschreitenden Kugel. 

Die Feldintensitäten stellen nach der dynamischen Definition 94 (B) 
Kraftimpulse pro Volumeinheit dar, wobei man beachten mufs, dafs der 
Impuls der die Kugel angreifenden fremden Kraft nicht mitzurechnen 
ist, so dafs wir nur mit denjenigen Impulsen zu thun haben, welche 
die Flüssigkeit von Seiten der Kugel, und die Kugel von Seiten 
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Fig. 25. Feldintensit&tsfeld der fortschreitenden Kugel. 

der Flüssigkeit erleidet Die Pfeile im äufseren Baume der Figur 25 
zeigen also die Impulse, welche jede Volumeinheit der Flüssigkeit 
seit dem Anfang der Bewegung infolge des Hervordringens der 
Kugel erhalten hat Die rückwärts gerichteten Pfeile innerhalb der 
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Kugel zeigen die Impulse, welche die Eugel von Seiten der Flüssig- 
keit erhalten hat Diese Impulse besitzen die sehr bemerkenswerte 
Eigenschaft, die potentielle Fortsetzung der Impulse im äufseren 
Baume zu bilden. Die energetische Kraft, welche die primäre Ur- 
sache der ganzen Bewegung ist, mufs aufser der Trägheit der Kugel 
zugleich diese rückwärts gerichteten Impulse überwinden, um die 
thatsächlich vorliegende Bewegung herzustellen. 

Eine auffällige Analogie mit elektrischen und besonders mit 
magnetischen Feldern wird ein jeder mit der Theorie solcher Felder 
vertraute Leser bemerkt haben. Wie die zwei verschieden aus- 
sehenden Figuren 24 und 25 zu der Darstellung einer und derselben 
Bewegungserscheinung verwendet werden können, können sie auch 
zur Darstellung eines und desselben magnetischen Feldes dienen, 
nämlich desjenigen einer homogen magnetisierten Kugel: Man bringt, 
je nach den Umständen, zwei verschieden definierte Vektorgröfsen 
zur Verwendung bei der Beschreibung des Feldes, im einen Fall 
eine im ganzen Räume solenoidale, im anderen Fall eine im ganzen 
Baume potentielle Vektorgröfse. Die systematische Untersuchung 
der Analogieen dieser Natur werden wir aber nach unserem Plan 
auf eine spätere Zeit verschieben, um erst die Dynamik unseres 
Systems vollständig zu erledigen. 

102. Aktionssohicht — Die Impulse, welche die Kugel der 
Flüssigkeit, und die Flüssigkeit rückwirkend der Kugel mitteilt, 
werden durch die Grenzfläche zwischen Kugel und Flüssigkeit aus- 
getauscht An dieser Grenzfläche hat man also, schon wenn man 
rein mechanische Betrachtungen zu Grunde legt, die Quellen des 
Feldintensitätsfeldes zu suchen. 

Dasselbe ist der Fall, wenn man die Sache rein mathematisch 
betrachtet Denn das Feld ist ein vollständiges Potentialfeld, und 
mufs als solches notwendig Divergenzen haben, die als Quellen 
des Vektorflusses auftreten. Die Divergenz wird im vorliegenden 
Fall nur als Flächendivergenz an der Oberfläche der Kugel auftreten 
können, da beide Partialfelder LAPLAOE'sche Felder sind. Mit Bück- 
sicht auf die Auffassung der Grenzfläche als der Stelle, wo die me- 
chanischen Wirkungen anfangen, und der dort vorhandenen Divergenz- 
schicht als eines Mafses dieser Wirkungen werden wir die Divergenz- 
schicht der Feldintensität als die Aktionsschicht bezeichnen. 

Die Flächendivergenz ist nach 4 (a') die Differenz der normalen 
Vektorkomponenten ausserhalb und innerhalb der Kugel. Nach 
100 (c) erhalten wir, unter Berücksichtigung der Formel 62 (c) 
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(77),.. = ^+*^+° 

Also wird die Flächendivergenz der Feldintensität oder die Dichte 
der Aktionsschicht: 

(a) t = {a -Ä)^± + (h-S)^. + {ö-C)^-, 

oder unter Benutzung von 100 (d): 

oder endlich, wenn wir durch 9 einen Vektor mit den Komponenten 
a, 5, ö bezeichnen, und wie früher unter 6 den Winkel zwischen 
dem Radiusvektor und der Fortschreitungsrichtung der Kugel ver- 
stehen: 

(a") ti = facosÖ. 

Der Vergleich mit den Entwickelungen 32 und mit der Figur 6, b 
ist lehrreich. Denken wir uns die punktierten Buchstaben der For- 
meln 32 (a) biß (d") durch gestrichene ersetzt, so würde 32 (c") die 
Dichte der Aktionsschicht darstellen, und diese Dichte wird durch 
die punktierten, radial gerichteten Pfeile der Figur 6,b graphisch 
veranschaulicht Gleichzeitig würde 32 (d") die inducierte Feld- 
intensität 100 (d) im Innern der Kugel sein. Dieselbe ist in der 
Figur 6,b durch die rückwärts zeigenden punktierten Pfeile dar- 
gestellt, und in der Figur 25 findet man sie für das ganze 
Innere der Kugel gezeichnet 

Mit Hilfe der Gröfse 1 läfst sich nach der Formel 11 (a) das 
Potential des vorliegenden vollständigen Potentialfeldes durch die 
Quadratur 

» * - -f& 

darstellen, wo d& ein Oberflachenelement der Kugel ist, und r die 
Entfernung des beliebigen Baumpunktes g, y, %, wo der Wert des 
Potentials gesucht wird, von dem Oberflächenpunkt x, y, x der 
KugeL Das durch Integration über die ganze Kugelfläche gefundene 
xff wird mit <p identisch sein, wenn x, y, % ein Punkt aufserhalb der 
Kugel ist, und mit 0, wenn x, y, z ein innerer Punkt ist 
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103. Aktionnntengit&t und dynamische! Aktionsmoment — Die 
Aktionsschicht tritt als die Normalkomponente einer Vektorgröfse 

(a) f = a — Ä, g = 5 — S, h = d— C 
oder 

(aO /■= Ja, $ » |5, h = |a, 

oder schliefslich 

(a") |» 

au£ welche wir die Aktionsintensität innerhalb der Engel nennen 
können. Die Formeln (a) entsprechen der dynamischen Definition 
dieser Gröfse als der Differenz von zwei auf die Einheit des Volumens 
bezogenen Bewegungsgröfsen oder Impulsen. Die Ausdrücke (a') 
oder (a") dagegen gestatten uns die Aktionsintensität durch Gröfsen 
zu definieren, die wir schon von unseren kinematischen Betrachtungen 
her kennen. Denn erinnern wir uns der ersten Definition 38 (A) 
der Aktionsgeschwindigkeit der Kugel und der Formeln 94 (a), so 
sehen wir, dafs die Aktionsintensität einfach die mit der Dichte 
der Flüssigkeit multiplicierte Aktionsgeschwindigkeit der 
Kugel ist 

Die Aktionsintensität ist innerhalb der Kugel überall konstant 
Das Produkt der Aktionsintensität in das Volumen E der Kugel 
werden wir das dynamische Aktionsmoment der Kugel nennen, 
und seine Komponenten durch F, ö, S bezeichnen: 

(b) F = $aE, Q - \IE, S = f ö#. 

Der Vergleich mit den Formeln 33 (b) zeigt sofort, dafs das dynamische 
Aktionsmoment der Kugel einfach dem mit der Dichte der 
Flüssigkeit multiplicierten kinematischen Aktionsmoment 
der Kugel gleich ist 

Mit Hilfe des dynamischen Aktionsmomentes drückt sich das 
Potential <J> am einfachsten aus. Denn wenn man in 100 (c) den 
Radius d durch das Volumen E der Kugel ersetzt, so ergiebt sich 
unmittelbar 

M = J(s-g) + (?(y-&) + B(x-o) 

w t 4nr* 

Durch eine bekannte Transformation des Oberflächenintegrals 
102 (b) in einen Volumintegral kommt man auf eine andere sehr 
bemerkenswerte Form dieses Potentials, nämlich die folgende, wo 
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die Aktionsintensität im Innern der Kugel an Stelle der Dichte 
der Aktionsschicht getreten ist: 

(d) y - -flf'* + i'* + i'i\ dv 

Hier ist x lf y l9 z 1 ein beliebiger Punkt innerhalb der Kugel, und 
dt x ein Volumelement derselben; r x bedeutet den Abstand von dem 
Punkte x li y 1 ,x l innerhalb der Kugel zu dem beliebigen Raum- 
punkte x, y, z, wo der Wert des Potentials \p gesucht wird. Die 
Integration ist über das ganze Volumen der Kugel auszudehnen. 



104. Das Feldintenaitatifeld der volumändernden Kugel mit 
ruhendem Mittelpunkte. — In dem somit vollständig diskutierten 
Specialfalle zeigt es sich also, dafs die Anwendung der Feldintensität 
als beschreibende Vektorgröfse anstatt oder neben der Geschwindigkeit 
bedeutende Vorteile darbietet und charakteristische Eigenschaften 
der Bewegung hervortreten läfst Untersuchen wir jetzt, in wie weit 
wir dadurch auf eine Erscheinung gröberer Allgemeinheit gestofsen 
sind, und ob die Einführung der Feldintensität auch in allgemeineren 
Fällen ähnliche Vorteile darbietet. 

Wir betrachten zu dem Zwecke erst den Fall einer volum- 
ändernden Kugel, welche keine translatorische Bewegung hat Es 
wirkt dann keine Energiekraft; wir haben keine Gelegenheit ein 
energetisches Feld auszuscheiden, sondern müssen das Feld, wie es 
vorliegt, nach der Definition 93 (B) als ein induciertes Feld be- 
trachten. 

Schon das Geschwindigkeitsfeld ist aber in diesem Falle ein 
vollständiges Potentialfeld, da die tangentiellen Geschwindigkeits- 
komponenten an der Grenzfläche identisch Null sind, so dafs die 
potentielle Grenzflächenbedingung gleichzeitig mit der solenoidalen 
identisch erfüllt wird (20). 

Gehen wir nachher durch Multiplikation mit den Dichten von 
den Geschwindigkeiten zu den Feldintensitäten über, so wird die solenoi- 
dale Grenzflächenbedingung nicht mehr erfüllt Denn die Normal- 
komponenten der Feldintensitäten werden sich zu einander wie die 
Dichten auf den beiden Seiten der Grenzfläche verhalten. Die 
Tangen tialkomponenten bleiben aber Null, so dafs die potentielle 
Grenzflächenbedingung fortwährend befriedigt bleibt. 

Das entsprechende, im ganzen Baume kontinuierliche Potential 
der Feldintensität geht nicht unmittelbar aus den in 18 (a) und (c) 
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aufgeschriebenen Geschwindigkeitspotentialen durch Multiplikation 
mit den Dichten hervor, sondern man mufs erst das Potential im 
inneren Baume 18 (a) durch eine leicht zu bestimmende additive 
Eonstante ergänzen. Man findet, wenn man als Parameter die in 
94 (a) eingeführten Gröfsen d und D benutzt: 

<p - - T i 

Die Substitution r = d führt, wie man sofort sieht, zur Kontinuität 
des Potentials an der Grenzfläche, <J> = #, so dals wieder die 
beiden partiellen Potentialfelder ein potentielles Gesamtfeld 
bilden. 

In diesem Felde sind gleichzeitig kubische Divergenz im Innern 
der Kugel, und Flächendivergenz an der Kugelfläche vorhanden. 
Für die normale Vektorkomponente an der Grenzfläche findet man 
aus (a) 

\dr)r=d ~~ 

Die Flächendivergenz, oder, wie wir wieder sagen werden, die Dichte 
der Aktionsschicht auf der Kugelfläche wird also 

(b) 1 = d-D. 

Für die Divergenz der Feldintensität im Innern der Kugel findet 
man aus der zweiten Formel (a) oder auch nach 19 (e) 

(c) V** - 3| = a, 
wo l das Produkt 

(€) l = QS 

der specifischen Ausdehnungsgeschwindigkeit in die Dichte der 
Kugel ist 

Die relativen Beträge der Flächendivergenz und der kubischen 
Divergenz verändern sich je nach der relativen Dichte der Kugel 
und der Flüssigkeit Haben beide gleiche Dichte, so ist d = J5, die 
Oberflächenschicht verschwindet und alles reduciert sich auf die 
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kubische Divergenz im Innern der KugeL Hat die Engel sehr 
kleine Dichte, so hat man im Innern der Kugel ein sehr schwaches 
Feldintensitätsfeld mit schwacher Divergenz, aber an der Oberfläche 
eine starke Divergenzschicht. Ist schliesslich die Dichte der Engel 
sehr grofs, so hat man im Innern ein starkes Feldintensitätsfeld 
mit starker kubischer Divergenz, während an der Grenzfläche eine 
negative, neutralisierende Divergenzschicht auftritt Die Summe 
sämtlicher Flächendivergenzen und sämtlicher kubischer Divergenzen 
werden wir das Volumänderungsmoment der Kugel nennen und 
durch E bezeichnen. Die Definition dieser Gröfse wird also 

(d) E = f#d(f + ftdr, 

wo die Integrationen über die ganze Oberfläche und das ganze 
Volumen der Engel auszudehnen sind. Da ti und l beide konstante 
Gröfsen sind, findet man leicht unter Benutzung der Werte (b) und (c) 
dieser Gröfsen 

(d 7 ) E = 4nd*d, 

oder 

(d") E = qE. 

Also: 

(A) Das Volu/mändenrngsmoment ist die mit der Dichte der Flüssig- 
keit multiplicierte Voltmiändenmgsgesehwindigkeit der Kugel. 

Liegen periodische Volumänderungen vor, so werden wir unter 
dem Pulsationsmoment den mit Vorzeichen versehenen quadra- 
tischen Mittelwert des Volumänderungsmomentes verstehen. Man 
findet leicht, wenn man sich der Definition 22 (a) der Pulsations- 
intensität erinnert: 

(B) Das Pulsationsmoment ist die mit der Dichte der Flüssigkeit 
mtdtiplieierte Pulsationsintensität. 

Mit Hilfe der Gröfsen l und E lassen sidräie Potentiale der 
Feldintensitäten auch in die Formen 

Ä l_ 

(«0 

</> = — dd + \{\tr*-Dd) 
bringen. 

Das Potential des Gesamtfeldes läfet sich in allen Fällen durch 
Integrale der Form 11 (a) ausdrücken, wobei je nach den Umständen 
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entweder nur das Flächenintegral, oder nur das kubische Integral, 
oder auch beide Integrale gleichzeitig auftreten. 

105. Das Feldintensitatafeld der volumändernden und fort- 
schreitenden KugeL — Gehen wir schliefslich zur der Betrachtung 
des Feldes im allgemeinsten Falle über, wo die Kugel gleichzeitig 
translatorische und volumändernde Bewegung besitzt Das Ge- 
schwindigkeitsfeld ist dann durch die Potentiale 96 (a) gegeben, die 
Induktionskraft hat die allgemeine Form 96 (b) oder (b') und die 
eigentümlichen, in 97 beschriebenen Wirkungen. 

Die für den Übergang zu der Feldintensität zu entfernende 
energetische Bewegung wird genau dieselbe sein, wie im Falle der 
Kugel konstanten Volumens. Denn im leeren Baume erteilt die 
fremde Kraft der Kugel genau dieselbe Geschwindigkeit (d e , b t , ö t \ 
sei es, dafs sie konstantes oder veränderliches Volumen hat Hieraus 
folgern wir leicht, dafs das Potential der Feldintensität einfach durch 
Superposition der partiellen Potentiale 100 (c) und 104 (a) gebildet 
werden kann. Wir finden also für den äufseren und inneren Baum 
beziehungsweise die Potentiale: 

^ „ _ £j _ ^* {«(«_«,) + 5(y_fc) + a(z-c)} 

(a) 

$ Ä -dd + iUjr*-ßd\ + Ä{z-a) + B{tf-b)+ C(z-c), 

welche einander an der Grenzfläche wegen der Relationen 100 (d) 
kontinuierlich fortsetzen. Da dieses der allgemeinste uns vorhegende 
Fall der reinen Selbstinduktionserscheinung ist, können wir als das 
Hauptresultat der Untersuchungen dieses Abschnittes den folgenden 
Satz aufstellen: 

Im Falle der reinen hydrodynamischen SelbsUnduktionserseheinung 
tritt die Feldintensität als eine im ganzen Baume potentielle Vektor- 
gröfse auf. 

Die in 97 beschriebene eigentümliche Wirkung der selbst- 
inducierenden Kraft, welche beispielsweise das rhythmische Fort- 
schreiten der pulsierenden Kugel zur Folge hatte, kann nach diesem 
Resultate so gedeutet werden, dafs diese Kraft regulierend eingreift, 
um während der Bewegung immer die Kontinuität der tangentiellen 
Feldintensitätskomponenten zu sichern, selbst wenn die Dichtigkeit 
der Kugel eine veränderliche ist. 

Bj*rkkes, Vorlesungen. L 11 



162 DRITTER TEIL. VIERTER ABSCHNITT. 

Man hat in diesem Falle sowohl Flächendivergenz, nämlich 

(b) < - d -t> + {a-A)^ + $-B)^ + {t-C)*^ 
oder 

(b') g - i-D + ij^ + jt^i+a^-} 

als auch kubische Divergenz im Innern* der Kugel 

(c) V 1 * = «. 

Mit Hilfe dieser Divergenzen läfst sich das Feldintensitäts- 
potential im ganzen Baume nach Formel 11 (a) in der Form 

« * - - JEf -/5£ 

ausdrücken. Die Quadraturen werden im inneren Baume tf = <b } 
im äufseren Baume \j> = ^ geben. 



Vierter Abschnitt 

Sie reine Fremdinduktion im Parallelfeld. 

106. Entwickelte Form der fremdinducierenden Kraft — Wie 
schon hervorgehoben, wird die fremdinducierende Kraft 95 (c) nie 
allein auftreten können; denn sofern sie überhaupt eine Bewegung 
erzeugt, wird auch die selbstinducierende gleichzeitig eingreifen. 
Wir sagen aber, dafs die reine Fremdinduktionserscheinung vorliegt, 
wenn die fremdinducierende Kraft als einzige primäre Bewegungs- 
ursache auftritt; wir untersuchen sie deshalb in ihrer Eigenschaft 
als primär-bewegungserzeugende Kraft 

Der einfachste Ausdruck derselben ist 

X* - *»£(**> 
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Durch Ausführung der Differentiation nach der Zeit ergiebt sich 

X fi = %qEä + \qtiä 

(*') Y f{ - \pEß+\qtß 

Z fi = \qE? + $q£y. 

Hat die Kugel konstantes Volumen, so vereinfachen sich diese 
Ausdrücke auf 

X n = \qEü 

(a") Y fi = fqBß 

Die Formeln sind ganz ähnlich gebaut, wie die entsprechenden 
96 (b), (b') und (b") für die selbstinducierende Kraft: der Unterschied 
reduciert sich darauf, dafs die negative Geschwindigkeit und Be- 
schleunigung der Kugel durch die positive Geschwindigkeit und 
Beschleunigung des Parallelstromes ersetzt wird, und dafs gleich- 
zeitig ein anderer numerischer Faktor auftritt 

Die Formeln (a") sagen aus, dais, wenn die Kugel konstantes 
Volumen hat, die fremdinducierende Kraft der Beschleunigung im 
Parallelstrome proportional ist, und jede Kraft zu wirken aufhört, 
wenn der Strom mit konstanter Geschwindigkeit in unveränderlicher 
Sichtung fliefst Hat die Kugel dagegen veränderliches Volumen, 
so ist die Kraft weniger einfach, wie die Formeln (a') zeigen. Die 
erste Partialkraft ist allerdings immer noch der Beschleunigung im 
Parallelstrome gleichgerichtet und proportional, aber mit einem von 
der Zeit abhängigen Proportionalitätsfaktor; gleichzeitig damit tritt 
eine ergänzende Partialkraft hinzu, welche dem Produkte der Volumen- 
ausdehnungsgeschwindigkeit der Kugel in die Geschwindigkeit des 
Parallelstromes proportional ist Selbst wenn jede Beschleunigung 
(ä, ß, fj im Parallelfelde aufhört, wird diese letzte Partialkraft auf- 
treten und regulierend auf die Bewegung der Kugel wirken. 

Auf die von der fremdinducierenden Kraft primär erzeugten 
Bewegungen der Kugel wirkt die selbstinducierende Kraft genau 
wie im vorhergehenden Falle, als wäre die fremdinducierende Kraft 
eine äufsere, nicht hydrodynamische Kraft gewesen. Auch eine 
hydrodynamische Energiekraft wird unter den vorausgeschickten Be- 
dingungen im allgemeinen auftreten. Wenn das aber der Fall ist, 
so nehmen wir an, dafs eine äufsere nicht hydrodynamische Kraft 

n* 
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ihr das Gleichgewicht hält, so dafs die totale Energiekraft gleich 
Null wird, und keine energetische Geschwindigkeit entstehen kann. 
Die Bedingungen für das Zustandekommen der reinen Fremd- 
induktionserscheinung sind dann erfüllt Wegen des Verschwindens 
der energetischen Geschwindigkeit wird nach 92 (c) die aktuelle 
Geschwindigkeit mit der inducierten identisch. Die Gleichungen 
92 (a) und 92 (d) reducieren sich dann auf ein und dasselbe Gleichungs- 
system, nämlich 

M » - &it 



6 - *? v 
~ Q+lq 7 ' 

welches die Geschwindigkeit der Engel durch die Geschwindigkeit 
des Parallelstromes ausdrückt 

107. Kugel veränderlichen Volumens im Parallelfelde. — Im 
Ausdrucke der selbstinducierenden Kraft und der entsprechenden 
inducierten Geschwindigkeit kommen nur die Geschwindigkeit«- oder 
Beschleunigungskomponenten des Parallelfeldes vor, während die 
deformativen Geschwindigkeiten d a , äß, . . . nicht auftreten. Die 
Bedingung für das Auftreten unserer Kraft ist also das Vorhanden- 
sein oder das Entstehen eines Parallelfeldes. Um wieder erst die 
Erscheinung unter möglichst einfachen Verhältnissen zu untersuchen, 
nehmen wir an, dafs sich der ganze Einfallsstrom auf einen 
Parallelstrom 

(a) tp y = d(x - a) + ß(y — b) + y{z — c) 

reduciert In diesem Einfallsstrome bewegt sich die Kugel unter 
Volumänderung, und die Geschwindigkeitspotentiale aufserhalb und 
innerhalb derselben werden dann nach 71 (a) 

= |^ d+d(x-a) + b{y-b) + d{z-c) 

(b) y = ä(x-a) + ß{y-b) + y(z-c) 

geschrieben werden können. Da nach 106 (b) die Geschwindigkeits- 
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komponenten d, b, 6 des Mittelpunktes der Kugel den Geschwindig- 
keitskomponenten ä, ß, y des Parallelstromes proportional sind, wird 
die Bewegung der Kugel immer längs der Translationsrichtung des 
Feldes stattfinden, so dafs wir es mit Feldern zu thun haben, für 
welche die Figuren 17 bis 21 Beispiele abgeben. 

Im allgemeinen besteht eine hydrodynamische Energiekraft 90 (c), 
welche jedoch verschwindet, wenn die Kugel konstantes Volumen hat 
Im letzteren Falle braucht folglich auch keine fremde Kraft ein- 
zugreifen, und wir haben dann den einfachen Fall, dafs die Kugel 
ganz passiv im Strome schwimmt, der Gewalt des Stromes über- 
lassen. 

Wie früher werden wir erst nur die Bewegung des Mittelpunktes 
der Kugel untersuchen, um nachher die Frage von den Eigenschaften 
der Felder in die Diskussion aufzunehmen. Diese Untersuchung des 
Feldes wird selbstverständlich mit Hilfe der Potentiale (b) der wirklich 
vorliegenden Bewegung gemacht werden. Solange wir aber nur die 
Bewegung des Mittelpunktes der Kugel betrachten, wird das Bück- 
greifen auf das ursprüngliche Parallelfeld (a) zweckmässig sein. Bei 
dieser ersten Diskussion werden wir uns deshalb die Parallel- 
bewegung (a) der Flüssigkeit und die Bewegung der Kugel als 
gleichzeitig bestehende und unabhängig aufeinander superponierte 
Bewegungen vorstellen: der Parallelstrom ist der inducierende Strom, 
und mit der inducierten Bewegung der Kugel meinen wir nur die 
Bewegung ihres Mittelpunktes. 

108. Vergleich der induoierenden und der inducierten Geschwin- 
digkeit. — Die Gleichungen 106 (b) gestatten sofort einen Vergleich 
der inducierten Bewegung der Kugel mit der inducierenden Bewegung 
des Einfallsstromes. Die Gleichungen sagen unmittelbar aus: 

Wenn die fremdmducierende Kraft die einzige primäre Bewegungs- 
ursache ist, bewegt sich die Kugel mit 

8 a 

(a) 2 * 



Q + iq 

mal gröfserer, beziehungsweise kleinerer Geschwindigkeit als die Flüssig- 
keitsparükelchen des inducierenden Parallelstromes. 

Der Faktor (a), der Koefficient der fremdinducierten Ge- 
schwindigkeit ist, genau wie das bei der Selbstinduktion auf- 
tretende Hemmungsverhältnis, nur von der Verhältniszahl Q : q ab- 
hängig, aber so, dafs er bei abnehmenden Werten dieser Verhältnis- 
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zahl immer zunimmt Ist Q:q gleich Null, die Eugel also unendlich 
leicht in Verhältnis zu der Flüssigkeit, so hat der Koefficient seinen 
gröfsten Wert 3. Ist Q = g, so wird der Koefficient 1, und an 
der anderen Grenze, wenn Q : q unendlich grofs ist, also die Eugel 
unendlich schwer im Verhältnis zu der Flüssigkeit, so wird er NulL 
Er ist wieder eine Konstante bei konstantem Volumen der Eugel, 
und sonst eine Funktion der Zeit. 

Betrachten wir wieder erst den einfachen Fall, dafs die Eugel 
konstantes Volumen hat, und dafs folglich auch keine Energiekraft, 
weder hydrodynamischen noch fremden Ursprunges, eingreift. Der 
Anfangszustand ist immer derjenige, dafs Eugel und Flüssigkeit in 
Buhe sind. Im selben Augenblicke, wo die Bewegung der Flüssigkeit 
anfängt, fängt auch die Bewegung der Eugel an: eine unendlich leichte 
Eugel wird dreimal so schnell als der Strom laufen, eine Eugel 
gleicher Dichte genau ebenso schnell als der Strom, während eine 
unendlich schwere Eugel keine merkbare Bewegung annimmt Wird 
die Geschwindigkeit des Parallelstromes konstant, so wird die Ge- 
schwindigkeit der Eugel auch konstant; die fremdinducierende Eraft 
106 (a"), ebenso wie die selbstinducierende 96 (b"), sind dann identisch 
Null. In demselben Augenblicke endlich, wo die Bewegung des 
Stromes aufhört, kommt auch die Eugel zur Buhe. 

Hat die Eugel veränderliches Volumen, so modificieren sich 
die Verhältnisse insofern, als erstens eine fremde Energiekraft ein- 
greifen mufs, um die hydrodynamische Energiekraft zu neutralisieren, 
und zweitens die Geschwindigkeit der Eugel bei konstanter Ge- 
schwindigkeit des Parallelstromes nicht konstant wird, sondern ver- 
änderlich, und zwar in der Weise, daJs die Geschwindigkeit der 
Eugel, umgekehrt wie bei der selbstinducierenden Eraft, am kleinsten 
wird bei der gröfsten Dichte, und am gröfsten bei der kleinsten 
Dichte. Dieses ist eine Wirkung des zweiten Gliedes der fremd- 
inducierenden Eraft 106 (a') in Verbindung mit der vollständigen 
selbstinducierenden Eraft 96 (b'). Wenn die Eugel pulsiert, so wird 
also ein gewisser Rhythmus in ihr Fortschreiten kommen. Das Feld 
der Figur 21 wird gleichzeitig wechseln, so dafs der neutrale Punkt 
bald hinter und bald vor der Eugel auftritt: die Eugel wird sich 
bewegen, als ob sie von diesem Punkte abgestofsen würde. 

109. Sie Bahn der Kugel. — Ist das Volumen der Eugel 
konstant, so können wir die Gleichungen 106 (b) nach der Zeit inte- 
grieren. Dadurch erhalten wir sofort, wenn wir die ftir die Diskussion 
bedeutungslose Integrationskonstante gleich Null setzen: 



DIE REINE FREMDINDUKTION IM PAEALLELFELDE. 167 

W h " OTT,? 



C SB 



_ Ig 



+ *^' 



a, 6, c sind hier die Koordinaten des Mittelpunktes der Kugel, und 
cc, ß, y können wir als die Koordinaten irgend eines Partikelchens 
des inducirenden Parallelstromes auffassen. Es ergiebt sich also 
sofort der Satz: 

Die Bahn, welche der Mittelpunkt einer dem Parallelstrome über- 
lassenen Kugel konstanten Volumens durchläuft, ist der Bahn irgend eines 
Flüssigkeitspartikelchens im induzierenden Paraüdstrome ähnlich, nur dafs 
die linearen Dimensionen der Bahn in demselben Verhältnisse wie die 
Geschwindigkeit vergröfsert oder verkleinert sind. 

Fassen wir also besonders den Fall ins Auge, wo der äufsere 
Flüssigkeitsstrom von beliebigen periodischen Bewegungen der ent- 
fernten Kugeln herrührt, so wird der Parallelstrom periodisch Richtung 
und Intensität verändern, und die Flüssigkeitspartikelchen werden 
LissAJOus'sche Kurven allgemeinster Natur durchlaufen. Die Kugel 
wird dann eine ähnliche LissAJOus'sche Kurve als Bahn haben, und 
zwar höchstens mit den dreifachen linearen Dimensionen. Im Falle 
geradliniger Oscillationen, wird auch die Kugel geradlinig oscillieren 
mit höchstens der dreifachen Amplitude. 

Hat die Kugel veränderliches Volumen, so ist der Satz nicht 
länger streng gültig; man überblickt aber leicht die Natur der Ab- 
weichungen, welche darin bestehen werden, dafs die Koordinaten der 
Kugel bald etwas gröfsere, bald etwas kleinere Werte haben, als 
nach dem für die Kugel konstanten Volumens gültigen Satze. Zur 
Orientierung über die Natur der Bahn in erster Annäherung bleibt 
also dieser Satz immer brauchbar, und ist sonst um so strenger gültig, 
je kleiner die Volumänderungen oder die Pulsationen sind. 

110. Das Feld der inducierten Geschwindigkeit, wenn die Kugel 
konstantes Volumen hat — Nachdem somit die Frage von der Be- 
wegung des Mittelpunktes der Kugel erledigt ist, richten wir unsere 
Aufmerksamkeit auf die Felder, und zwar nicht mehr auf das oben 
als Hilfsvorstellung eingeführte inducierende Parallelfeld 107 (a), 
sondern auf die thatsächlich vorliegenden Felder 107 (b). Wir haben 
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im Falle der reinen Fremdinduktion kein energetisches Feld aus- 
zuscheiden, sondern das vorliegende Gesamtfeld ist schon an sich 
ein induciertes Feld nach der Definition 93(6). Um dieses Feld 
erst unter den möglichst einfachen Verhältnissen zu studieren, denken 
wir uns, dafs die Kugel unveränderliches Volumen hat Dies war 
derjenige Fall, wo die hydrodynamische Energiekraft schon an sich 
Null war, so dafs eine äufsere Kraft auch nicht einzugreifen brauchte. 
Die Kugel schwimmt ganz passiv im Strome und reagiert dynamisch 
nur durch ihre Starrheit und ihre Trägheit 

In den Potentialausdrücken 107 (b) haben wir dann d =» zu 
setzen. Als Werte der Konfliktgeschwindigkeiten d — ä, b — ß, 
6 — y findet man nach 106 (b) 

>-« - ah* 

Wie die absolute Geschwindigkeit (d, i, 6) der Kugel durch Multipli- 
kation der Geschwindigkeit (d 7 ß, y) des Parallelstromes mit dem 
Koefficient der fremdinducierten Geschwindigkeit entsteht, entsteht 
die Konfliktgeschwindigkeit durch Multiplikation derselben Ge- 
schwindigkeit mit dem Faktor 



Q + li' 



Mit Bücksicht hierauf können 'wir (a') als den Eoefficienten der 
fremdinducierten Konfliktgeschwindigkeit bezeichnen. 

Wir setzen (a) in 107 (b) ein, und erhalten dann als Werte 
die Geschwindigkeitspotentiale, beziehungsweise im inneren und 
äufseren Baume 

(b) 

Setzt man hier r = d, so findet man wieder unter den Poten- 
tialwerten auf der Oberfläche die Relation 
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(C) q<p* = 0', 

oder die daraus unmittelbar folgende Helation 99 (f) zwischen den 
tangentiellen Vektorkomponenten. Wir finden also wieder, dafs sich 
die tangentiellen Geschwindigkeitskomponenten umgekehrt 
wie die Dichtigkeiten verhalten. 

Wir bemerken noch, dafs die Komponenten /, ^, h der indu- 
cierten Aktionsgeschwindigkeit der Kugel, welche einfach die mit £ 
multiplicierten Komponenten der Konfliktgeschwindigkeit sind (68), 
die Ausdrücke 

erhalten. Die entsprechenden Komponenten des inducierten kine- 
matischen Aktionsmomentes werden 

(e) fi=$±zQ E ä, 6 = $±Z-<LEß, ä=$£=^-E?. 

w *Q + $q 7 *Q + iq Q + J q 

Untersuchen wir jetzt, wie sich das Feld bei verschiedenen 
Werten der Dichtigkeiten Q und q verändert, um es besonders mit 
den schon auf der Grundlage einer rein kinematischen Diskussion 
gezeichneten Figuren 17—20 zu vergleichen. 

Wir fangen mit dem Falle an, dafs die Kugel relativ zu der Flüssig- 
keit unendlich leicht ist, so dafs wir Q im Vergleiche zu q ver- 
nachlässigen können. Die Konfliktgeschwindigkeit (a) wird dann 
doppelt so grofs, und die absolute Geschwindigkeit der Kugel 106 (b) 
dreimal so grofs, als die Geschwindigkeit des Parallelstromes, so 
dafs wir den durch Figur 18 dargestellten Fall haben, wo die Strom- 
linien senkrecht gegen die Oberfläche der Kugel endigen. Die 
tangentielle Geschwindigkeit der Flüssigkeit an der Grenzfläche ist 
dann Null, und folglich auch unendlich klein relativ zu der end- 
lichen Tangentialgesch windigkeit innerhalb der Kugel, wie es die 
umgekehrte Proportionalität der Tangentialgeschwindigkeiten und 
Dichtigkeiten verlangt 

Haben Kugel und Flüssigkeit gleiche Dichten Q = q y so wird 
die Konfliktgeschwindigkeit (a) gleich Null, und die absolute Ge- 
schwindigkeit der Kugel 106 (b) gleich derjenigen der Flüssigkeit 
Die Kugel bewegt sich, als ob sie ein Teil der Flüssigkeit wäre, 
und das Feld bleibt das ungestörte Parallelfeld der Figur 9. 

Denken wir uns zuletzt die Kugel relativ zu der Flüssigkeit 
unendlich schwer, also Q unendlich im Vergleiche zu q, so wird die 
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Konfliktgeschwindigkeit (a) der Geschwindigkeit des Parallelstromes 
gleich und entgegengesetzt, und die absolute Geschwindigkeit der 
Kugel wird gleich Null, so dafs wir den durch Figur 19 dargestellten 
Fall haben. Der endlichen Tangentialgeschwindigkeit der Flüssigkeit 
entspricht, wegen der umgekehrten Proportionalität mit den Dichten, 
eine Tangentialgeschwindigkeit Null innerhalb der Kugel. 

Die Bewegungen, welche infolge der Induktionserscheinung ein- 
treten können, sind also zwischen die durch die Figuren 18 und 19 
dargestellten Grenzfälle eingeschlossen. Wenn sich die Kugel, wie 
in Figur 17, mehr als dreimal so schnell als der Strom bewegt, 
oder wenn sie sich, wie in der Figur 20, gegen den Strom bewegt, 
mufs folglich immer eine äufsere Kraft eingreifen, und es tritt ein 
energetisches Feld neben dem inducierten Felde auf. 



111. Einführung der Feldintensitat. — Das eben betrachtete 
Geschwindigkeitsfeld stellt ein im ganzen Räume solenoidales 
Vektorfeld dar, nicht aber ein potentielles, wie die umgekehrte 
Proportionalität der Tangentialkomponenten mit den Dichtig- 
keiten zeigt 

Gehen wir aber jetzt, durch Multiplikation mit der Dichte Q 
im inneren, und mit der Dichte q im äufseren Baume, zu den Po- 
tentialen <I> und <j> der Feldintensität über, so nimmt die Relation 
110(c) die Gestalt 

(a) q! = <Ü 

an. Das heifst, wir kommen wieder zu demselben Resultat wie in 
100: die Feldintensität erfüllt die potentielle Grenzflächenbedingung, 
so dafs die zwei Partialfelder einander zu einem potentiellen Ge- 
samt fei de ergänzen. 

Um die expliciten Ausdrücke der Feldintensitätspotentiale zu 
bilden, brauchen wir nur die expliciten Ausdrücke 110 (b) der Ge- 
schwindigkeitspotentiale mit q und Q zu multiplicieren und die Be- 
zeichnungen 94 (a) einzuführen. Um aber die Relationen unter den 
Parametern von Feldintensitätsnatur vollständiger kennen zu lernen, 
ziehen wir vor, von den allgemeineren Potentialausdrücken 107 (b) 
auszugehen, nur dafs wir sofort d = setzen. 

Da in diesem Falle d, b, 6 mit d v b v 6 { identisch sind, giebt 
die Multiplikation dieser Potentialausdrücke mit q und Q beziehungs- 
weise, und die Einführung der Bezeichnungen 94 (a): 
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q> = &{ x -a) + ß{y-b) + ?{z-e) 

(b) -i^((MM + (MM)+M)M| 

* = A{x-a) + ß(y-b)+ C{%-c). 

Unter den hier auftretenden Gröfsen bestehen die folgenden sechs 
Relationen, deren man die drei ersten durch Multiplikation der 
Gleichungen 106 (b) mit q, die drei letzten durch Multiplikation der- 
selben Gleichungen mit Q erhalt: 

Wenn wir mit Hilfe dieser Relationen die Gröfsen a, 5, s, Ä,S,C 
aus den Potentialausdrücken (a) eliminieren, ergiebt sich: 

(d) 

Zu demselben Ausdruck gelangt man durch Multiplikation der For- 
meln 110(b) mit den Dichtigkeitsfaktoren. 

112. Vollständiges Potentialfeld und vollständiges Solenoidal- 
felcL — Das somit vorliegende potentielle Gesamtfeld läfst sich 
wieder in lamellärer Weise darstellen, und man gelangt leicht zu 
dieser Darstellung, wenn man die zu den Stromlinien der Figuren 
18 und 19 orthogonalen Kurven zeichnet und sie durch die Kugel- 
fläche in den inneren Raum hinein fortsetzt, sofern sie überhaupt 
die Kugelfläche schneiden. 

Um aber einen möglichst anschaulichen Vergleich der poten- 
tiellen Feldintensitäts- und der solenoidalen Geschwindigkeitsfelder 
zu erreichen, ziehen wir vor, beide Felder durch Pfeile darzustellen. 

Setzen wir = 0, so dafs die Kugel unendlich leicht ist, so liegt 
der Fall vor, wo die Kugel dreimal so schnell als der Parallelstrom 
läuft. Das Geschwindigkeitsfeld wird dann durch die Figur 26 dar- 
gestellt In diesem Fall reducieren sich die Feldintensitätspotentiale auf 
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(a) 
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<p = jl -£} {a{x-a) + ß{y-b) + f{z-c)} 
0> = 0, 




Fig. 26. Geschwindigkeitsfeld der unendlich leichten Kugel 

im Parallelstrome. 

so dafs die Feldintensität im Innern der Kugel Null nnd das Feld 
dasjenige der Figur 28 wird. Das Verschwinden der Feldintensität 
im inneren Räume ist unmittelbar klar, wenn die Bedeutung dieses 




Fig. 27. Geschwindigkeitsfeld der unendlich schweren Kugel 

im Parallelstrome. 

Vektors äU Bewegungsgröfse pro Volumeinheit festgehalten wird. 
Denn das Produkt der endlichen Geschwindigkeit in der Dichte 
Null giebt das Resultat Null. Zu demselben Resultat kommt man, 
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wenn man die dynamische Definition der Feldintensität als Impuls 
pro Volumeinheit zu Grunde legt. Denn wenn die Kugel verschwin- 
dend kleine Dichtigkeit, also auch verschwindend kleine Trägheit 




Fig. 28. Feldintensitätsfeld der unendlich leichten Kugel 

im Parallelstrome. 

hat, so genügt ein verschwindend kleiner Impuls, um die endliche 
Geschwindigkeit zu erzeugen* 

Haben Kugel und Flüssigkeit gleiche Dichtigkeiten, Q = q, 




Fig. 29. Feldintensitätsfeld der unendlich schweren Kugel 

im Parallelstrome. 

so reduciert sich das Feld der Feldintensität wie dasjenige der 
Geschwindigkeit auf das ungestörte Parallelfeld: Kugel und Flüssig- 
keit erhalten gleiche Geschwindigkeiten, und brauchen gleiche 
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Impulse pro Volumeinheit, um diese Geschwindigkeiten zu er- 
reichen. 

Im letzten G-renzfall endlich, wo die Dichte Q der Kugel un- 
endlich grofs ist im Verhältnis zu derjenigen der Flüssigkeit, be- 
findet sich die Eugel in Buhe, so dafs die Geschwindigkeit innerhalb 
derselben gleich Null ist, wie die Figur 27 zeigt In diesem Falle 
werden die Potentiale der Feldintensität: 

(b) 

Wir begegnen also dem im ersten Augenblick überraschenden Re- 
sultat, dafs die Bewegungsgröfse pro Volumeinheit innerhalb der 
ruhenden Kugel einen endlichen Wert hat (Figur 29), und zwar den 
gröfsten Wert, den sie überhaupt erreicht, nämlich das -f fache der 
Bewegungsgröfse £, ß, f 7 welche die mit der Geschwindigkeit ä, ß, f 
fortschreitenden Flüssigkeitsmassen im Einfallsstrom haben. Dieses 
Sachverhältnis wird aber sofort klar, wenn man die dynamische De- 
finition der Feldintensität als Impuls pro Volumeinheit zu Grunde 
legt: der ruhenden Kugel werden von seiten des Parallelstromes 
endliche Impulse erteilt, und zwar gröfsere Impulse, als wenn sie 
kleinere Dichte hätte, und folglich den Impulsen nachgeben und 
sich mit dem Strome bewegen würde. 

Die beiden formell gleichwertigen Beschreibungen der vorliegen- 
den Bewegungserscheinung, einmal mit Hilfe der Geschwindigkeit 
und ein anderes Mal mit Hilfe der Feldintensität, lassen also wieder* 
verschiedene Seiten des Vorganges zu Tage treten: die Beschreibung 
mit Hilfe der Geschwindigkeit ist wieder die anschaulichste, insofern, 
als sie unmittelbar den Ortsveränderungen der Kugel zu folgen ge- 
stattet; die Beschreibung mittels der Feldintensität läfst dagegen 
die Dynamik des Systems deutlicher hervortreten: sie läfst uns die 
Anstrengungen sehen, welche die Flüssigkeit seit dem Eintritt der 
Bewegung gemacht hat, um die eingetauchte Kugel zu bewegen. 

Ebenso können wir sagen, dafs die Figur 25 (S. 154) die An- 
strengungen illustriert, welche die Flüssigkeit gemacht hat, um die 
Bewegung der fortschreitenden Kugel zu hemmen. 

Die Beschreibung eines und desselben Bewegungsvorganges mit 
Hilfe von zwei Vektorgröfsen, deren eine potentiell und die andere 
solenoidal ist, läfst wieder auffällige Analogieen zu elektrischen und 
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magnetischen Erscheinungen hervortreten, die wir später zum Gegen- 
stand unserer Untersuchung machen werden. 

113. Inducierte Aktionsschicht und inducierte Aktionsinteniitat. 
— Die Impulse, welche die Eugel von der Flüssigkeit und die 
Flüssigkeit von der Eugel erleidet, werden wie im Falle der Selbst- 
induktion durch die Grenzfläche ausgetauscht Die Verhältnisse sind 
jetzt insofern noch einfacher, als wir die totalen Impulse zu be- 
trachten haben, da keine energetischen Impulse ausgeschieden sind. 
Als ein Mafs für diese an der Grenzfläche stattfindende Thätigkeit 
kann man wieder die Differenz der normalen Feldintensitätskompo- 
nenten betrachten. Diese Differenz stellt die Dichte der fremd- 
inducierten Aktionsschicht auf der Oberfläche der Eugel dar. 

Wenn man die Normalkomponenten in gewöhnlicher Weise aus 
den Potentialen 111 (b) bildet, so ergiebt sich als Ausdruck der 
Dichte dieser Schicht: 

(a) g - ia -A)*^+{h-B)^ + {e-ö)^. 

Setzt man hier die Werte von 111 (c) von a, 5, 8, J, £, £ ein, oder 
bildet man die Normalkomponenten aus den Potentialausdrücken 
111 (c), so findet man: 

oder endlich, wenn man mit ö einen Vektor mit den Komponenten 
ä, ß, f bezeichnet: 

Die Schicht ist also nach einem Kosinusgesetz verteilt, ändert 
das Vorzeichen mit der Differenz q — Q, und tritt als die Normal- 
komponente eines Vektors mit den Komponenten 

(b) f=a — Ä, = 5 — 5, J=s8-U 
oder 

auf, welchen wir die inducierte Aktionsintensität der Eugel 
nennen können. Dieselbe ist, wie ein Vergleich mit den Formeln 
110 (d) zeigt, einfach gleich der mit der Dichte q der Flüssig- 
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keit multiplicierten inducierten Aktionsgeschwindigkeit 
der Engel. 

Durch Multiplikation mit dem Volumen E der Kugel kommt 
man zu dem inducierten dynamischen Aktionsmoment der 
Kugel: 

welches wieder dem mit der Dichte q multiplicierten inducierten 
kinematischen Aktionsmoment 110 (e) gleich ist 

Das Feld, welches wir hier betrachtet haben, verschwindet nicht 
im unendlich Fernen. Das Integral: 

oder die transformierte Form dieses Integrals, welches f f g,h enthält, 
stellt deshalb nicht das ganze Feld dar, sondern nur den von dem 
Vorhandensein der Kugel herrührenden Anteil des Feldes, nämlich 
im äufseren Baume: 

_i #rft^{ Ä(a: ~ o)+/J(y ~ 6)+f(a; " c) }' 

und im inneren Baume: 

Superponiert man auf diese durch das Integral dargestellten 
Felder das ursprünglich gegebene Parallelfeld 

ä{x - a) + ß{y - b) + f(% - o), 

so kommt man zu dem Potentiale 111 (d) zurück. 

114. Das Feldintensitätsfeld einer Kugel veränderlichen Vo- 
lumens im Parallelstrome. — Wenn die in dem Parallelfeld befind- 
liche Kugel zugleich veränderliches Volumen hat, so wird die In- 
duktionskraft ihre allgemeinste Form haben, und beispielsweise die 
eigentümliche, rhythmische Bewegung einer pulsierenden Kugel er- 
zeugen. Die Ausdrücke der inducierten Geschwindigkeiten 106 (b) 
sind aber dieselben, die Verallgemeinerung besteht nur in der ver- 
änderlichen Natur von Q. Da die aufserdem hinzugekommene radiale 
Geschwindigkeit keine Tangentialkomponente an der Kugelfläche hat, 
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so schliefst man unmittelbar, dafs das Resultat 110 von der umge- 
kehrten Proportionalität der Tangentialkomponenten mit den Dichtig- 
keiten erhalten bleibt 

Man kommt also auch nach Multiplikation mit den Dichtig- 
keiten zu einem im ganzen Baume potentiellen Vektorfeld. Das be- 
treffende äufsere und innere Feldintensitätspotential findet man auch 
einfach, wenn man den Potentialen 111 (b) die Potentiale 104 (a) 
superponiert Diese Potentiale stellen die Feldintensität im Falle 
der allgemeinsten Fremdinduktionserscheinung im Parallelfeld dar, 
und wir finden also als Hauptergebnis unserer Untersuchungen in 
diesem Abschnitt: 

Im Falle der reinen hydrodynamischen fremdinduktionserscheinung 
im Parallelfeld tritt die Feldintensität als eine im ganzen Baume poten- 
tielle Vektorgröfse auf. 

Die Aktionsschicht wird in diesem allgemeinsten Falle das 
Superpositionsresultat der Schichten 104 (b) und 113 (a) sein. Die 
letztere Schicht, welche polarer Natur ist, wird fortwährend als die 
Normalkomponente des Vektors 113 (b) aufgefafst werden können, 
und die Formeln 113 (c) bleiben der Ausdruck des auf der Fremd- 
induktion beruhenden dynamischen Aktionsmomentes der Kugel. 



Fünfter Abschnitt. 

Gleichzeitige Selbstinduktion und Fremdinduktion im 

Parallelfelde. 
Anwendung auf die hydrodynamische Energiekraft. 

115. Bewegte Kugel veränderlichen Volumeng im Parallel- 
strome. — Wir gehen jetzt zu dem allgemeinsten Falle der hydro- 
dynamischen Induktion über, dessen Diskussion auf Grundlage der 
erreichten kinematischen und dynamischen Resultate möglich ist 
Es ist dies der Fall, dafs sich die Kugel unter Volumänderung 
und gleichzeitig unter dem Einflüsse einer beliebigen Energiekraft 
in einem Parallelfelde bewegt 

Das Geschwindigkeitspotential innerhalb und ausserhalb der 
Kugel wird dann wieder genau wie in 107 (b): 

Bjbkujcb, Vorlesungen. I. 12 



178 DRITTER TEIL. FÜNFTER ABSCHNITT. 



r> 



- $-d+ä(x-a) + b(y-b) + 6{x-c) 
(a) <p = &{x - a) + ß(y + b) + ?( x -c) 

-T d ~l£ {{ä-d)(x-a) + (b-fib-b) + (6-?){z-c)) , 

nur dafs die Geschwindigkeit der Kugel hier nicht mehr durch die 
Bedingung beschränkt ist, dafs sie ausschliefslich von dem umgeben- 
den Parallelstrome herrühren soll. 

Die Induktionskraft wird dann die allgemeinste Form 90 (b) 
haben, deren einzelne Glieder in 96 (b') und 106 (a') entwickelt sind. 
Die Bewegungsgleichungen der Kugel werden ebenfalls die all- 
gemeinste Form 91 (a) haben, und die Komponenten der inducierten 
Geschwindigkeit des Kugelmittelpunktes sind durch die allgemeinsten 
Formeln 92 (a) gegeben. Ebenso kommen die Formeln 92 (d), welche 
die aktuelle Geschwindigkeit des Mittelpunktes der Kugel durch die 
energetische Geschwindigkeit und die Geschwindigkeit des Parallel- 
stromes ausdrücken, in ihrer allgemeinsten Form 



d = 






zur Anwendung. 

Alle Resultate, die sich auf diesen allgemeinsten Fall der In- 
duktion im Parallelfelde beziehen, lassen sich durch Superposition 
aus den früher gefundenen Resultaten ableiten, welche sich auf die 
reine Selbstinduktion in ursprünglich ruhender Flüssigkeit und auf 
die reine Fremdinduktion im Parallelfelde bezogen. 

116. Vergleich mit der Bewegung der Kugel im leeren Baume 
und mit der Bewegung eines Flüssigkeitspartikelchens im inducieren- 
den Parallelstrome. — Die Formeln 115 (b) stellen die aktuelle Ge- 
schwindigkeit der Kugel durch zwei Vergleichsgeschwindigkeiten dar. 
Die erste dieser Geschwindigkeiten ist die energetische, das heifst 
diejenige Geschwindigkeit, welche die Kugel im leeren Räume unter 
dem Einflufs der totalen Energiekraft angenommen haben würde. 
Hervorzuheben ist, dafs dann in der totalen Energiekraft auch die 
vielleicht vorhandene hydrodynamische Energiekraft mitgerechnet 
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ist Die zweite Vergleichsgeschwindigkeit ist diejenige eines Flüssig- 
keitspartikelchens im inducierenden Parallellstrome. Die Formeln 
115 (b) sagen unmittelbar aus, dafs die aktuelle Geschwindigkeit der 
Kugel entsteht, wenn diese Vergleichsgeschwindigkeiten nach den 
Sätzen 97 und 108 verkleinert oder vergröfsert, und nachher ein- 
ander superponiert werden. 

Hat die Eugel unveränderliches Volumen, so dafs die Dichte Q 
derselben konstant ist, so lassen sich die Gleichungen 115 (b) nach 
der Zeit integrieren, und wir erhalten als Gleichungen der Bahn 
der Eugel 

Q + ±q e Q + }q 



e = 



Q c | *g Y 

Q + lq e ^ Q + \q 7 ' 



Die Koordinaten des Mittelpunktes lassen sich dann durch diejenigen 
Koordinaten darstellen, welche einerseits die Kugel in der Vergleichs- 
bewegung im leeren Baume, und andererseits ein Flüssigkeitspartikel- 
chen im inducierenden Parallelstrome hat; diese Koordinaten werden 
nach den Sätzen 98 und 109 verkleinert oder vergrößert und nach- 
her einander superponiert 

Ist das Volumen der Kugel veränderlich, so wird dieses Resultat 
insofern modificiert, als die Kugel bald etwas vorausgeeilt, bald 
etwas zurückgeblieben ist, relativ zu der Lage einer Kugel kon- 
stanten Volumens. Einen allgemeinen Überblick über die Form der 
Bahn wird der Satz aber immer geben, und zwar um so genauer, 
je kleiner die Volumveränderungen sind. 

117. Geschwindigkeits- und Feldintensitatapotentiale für die 
inducierte Bewegung. — Wir richten jetzt unsere Aufmerksamkeit 
auf die Felder. Dafs die früher gefundenen Resultate erhalten 
bleiben werden, ist ohne weiteres zu erwarten, wir ziehen jedoch 
vor, eine direkte Verifikation auszuführen. 

Aus dem durch die Potentiale 115 (a) dargestellten Geschwindig- 
keitsfelde entfernen wir also die energetische Partialgeschwindigkeit, 
deren Potential 

12» 
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ist. Die zurückbleibende Bewegung wird dann durch die Potentiale 
tp = ä(x*- a) + ß{y — b) + y(* — c) 



(a) 



*i = i^^ + ä i {x^a) + b i {y^b) + ö i {z-c) 



dargestellt werden, wo die inducierten Geschwindigkeitskomponenten 
d v b., ö. des Mittelpunktes der Kugel die Werte 92 (a) oder 

haben. 

An der Oberfläche der Kugel reducieren sich die Potentiale auf 

9 - -^-{(i*-H)(z-«)+(i^^ 

<I>!=±dd + d.{x'-a) + b.(y'-b) + <!,(/-*). 

Differentiieren wir beide Ausdrücke längs einer zur Kugelfläche 
tangentiellen Richtung s, so fällt in beiden das erste Glied rechts 
fort, und man erhält infolge der Relationen (b) 

x ' 08 8 * 

Das heifst: 

Im allgemeinsten Falle der hydrodynamischen Induktion im Parallele 
felde verhalten sich die tangenüeüen Komponenten der inducierten Qe- 
schwindigkeiten an der Grenzfläche umgekehrt wie die Dichtigkeiten. 

Multiplicieren wir die inducierten Geschwindigkeiten mit den 
Dichtigkeiten, so erhalten wir folglich Vektorgröfsen, die an der 
Grenzfläche gleich grofse Tangentialkomponenten haben. Da zu- 
gleich diese neue Vektorgröfse, die Feldintensität, genau wie die Ge- 
schwindigkeit, potentiell in beiden Partialfeldern ist, so folgt: 

Im allgemeinsten Falle der hydrodynamischen Induktion im Parallel- 
felde ist die Feldintensität eine im ganzen Baume potentielle Vektorgröfse. 

Die sich kontinuierlich aneinander schliefsenden Potentiale der 
Feldintensität werden 
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ff = ß(x - a) + ß(y - b) + f{% - c) 

(d) -^-^{(a-ö)(^«) + (5-/5){y-ft) + (a-f)(^-c)j 
<P = -di+^D-dD} + A{x-a) + Bty-b)+ C(z-~c). 

Die Kontinuität dieser Potentiale an der Grenzfläche erkennt man 
sofort, wenn man sich der die Relationen (b) vertretenden Rela- 
tionen 94 (b), nämlich 

(e) J--ia + l«, J5=-|5 + |/5, C**-\*+lf 
erinnert 

118. Aktionssohicht, Aktionsintenaität und Aktionsmoment. — 

Mit Hilfe der eben aufgeschriebenen Potentiale der hydrodynamischen 
Feldintensität können wir den allgemeinsten Ausdruck der Aktions- 
schicht aufstellen, und zu den damit verwandten Vektorgröfsen, der 
Aktionsintensität und dem dynamischen Aktionsmoment übergehen. 
Bildet man in gewöhnlicher Weise aus den Potentialen die 
Normalkomponenten aufserhalb und innerhalb der Kugelfläche, und 
zieht die letzteren von den ersteren ab, so erhält man als allgemeinsten 
Ausdruck der Dichte der Aktionsschicht 

(a) € - ä -D + {a-Ä)*^ + (5 - 5)^ + ( 5 - ö)^. 

Dieser Ausdruck stimmt mit denjenigen der Formeln 105 (b) und 
113 (a) überein, nur das jetzt a, 5, £ und Ä, S, C allgemeinere Be- 
deutung als in jenen Formeln haben. Mit Hilfe der Formeln 117 (e) 
reduciert sich der Ausdruck der Dichte der Aktionsschicht auf 

Zu dieser Flächendivergenz auf der Kugelfläche kommt noch die 
kubische Divergenz im Innern der Kugel: 

(b) V a * = 3~ = «. 

Mit Hilfe dieser Divergenzen auf der Grenzfläche und im Innern 
der Kugel kann man wieder durch ein Integral von der Form 11 (a) 
das Potential der Feldintensität desjenigen Feldes ausdrücken, welches 
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auf dem Vorhandensein und der Bewegung der Kugel beruht, während 
das Potential des nicht durch die Kugel erzeugten Parallelstromes 
durch ähnliche Integrale über die entfernten Kugeln, von welchen 
dieser Strom ausgeht, auszudrücken wäre. 

Die Aktionsschicht ist aus zwei einfachen Schichten zusammen- 
gesetzt Die erste Partialschicht beruht auf der Expansionsbewegung 
der Kugel und hat die in allen Punkten der Kugelfläche gleiche 
Dichte ä — D. Die zweite Partialschicht beruht auf der translato- 
rischen Bewegung der Kugel relativ zu dem Parallelstrome und ist, 
wie in den früheren Specialfällen, nach einem Kosinusgesetze verteilt 
Deshalb wird, wenn wir sämtliche Flächendivergenzen und kubischen 
Divergenzen summieren, diese letztere Schicht keinen Beitrag zu der 
Summe geben. Das Resultat der Summation wird die in 104 (d) 
berechnete Gröfse 2?, das Volumänderungsmoment, werden. Als 
Definition dieser Gröfse können wir also auch im allgemeinsten Falle 
das Integral 104 (d) beibehalten, und das Volumänderungsmoment 
bleibt nach dem Satze 104 (A) gleich dem Produkte der Volumaus- 
dehnungsgeschwindigkeit in die Dichte der Flüssigkeit 

Der Teil der Schicht (a), welcher keinen Beitrag zu dem Volum- 
änderungsmomente liefert, ist die Normalkomponente eines Vektors: 

(c) f = a — A, = 5 — J5, £ = g — C, 
oder 

(C) f - *(« - a), ^ = i(£-/5), * - i(a - f )• 

Diese Gleichungen geben die allgemeinste Definition der Ak- 
tionsintensität der Kugel. Ein Vergleich mit der früher durch 
rein kinematische Betrachtungen definierten Aktionsgeschwindigkeit 
68 (b) zeigt, dafs wir genau wie in den früheren Specialfallen 103 
und 113 zu dem folgenden einfachen Resultat kommen: 

Die Aktionsintensität der Kugel ist die mit der Dichte der Flüssig- 
keit midtiplicierte Aktiomgeschioindigkeü. 

Durch Multiplikation mit dem Volumen E der Kugel bilden 
wir das dynamische Aktionsmoment 

(d) *-|(«-*)JB, Ö-K5-0)E, H=$(ö-f)E. 

Der Vergleich mit dem früher definierten kinematischen Aktions- 
momente zeigt, dafs wir wieder wie früher das Resultat finden: 

Das dynamische Aktionsmoment der Kugel ist das Produkt des 
kinematischen Aktionsmomentes in die Dichte der Flüssigkeit. 
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119. Anwendung auf die hydrodynamische Energiekraft. — Die 
somit erreichten Resultate sind besonders deshalb wichtig, weil im 
Ausdruck der hydrodynamischen Energiekraft 90 (c) eben die Pro- 
dukte der Yolumänderungsgeschwindigkeit und der kinematischen 
Aktionsmomente in die Dichte der Flüssigkeit vorkommen. Den 
Ausdruck dieser Kraft können wir deshalb jetzt 

X e = - Eä-{ä a F+ ä ß G + d y H\ 
(a) F e = -Eß-{ß a F+ß ß G + ß Y S\ 

Z e Ey-\Y a F+y ß G + y r H\ 

schreiben. Die hier als Parameter auftretenden Gröfsen E, F, G, 3 
sind jetzt dynamisch definiert, wodurch wir eine bessere Grundlage 
für die Diskussion dieser Kraft gewonnen haben. 

Allerdings haben wir oben diese Definitionen explicite nur für 
den Fall entwickelt, dafs sich die Kugel in einem Parallelstrom be- 
wegt, während die hydrodynamische Energiekraft (a) erst in einem 
zusammengesetzten Parallel- und Deformationsstrom zu voller Ent- 
wicklung kommt Die hydrodynamische Induktionskraft 90 (b) bleibt 
aber ganz unverändert, sei es, dafs aufser dem Parallelstrom noch 
Deformationsströme aller möglichen Ordnungen vorhanden sind, so 
dafs die dynamische Grundlage der Definitionen bestehen bleibt 

120. Permanente und temporare Geschwindigkeit der KugeL — 

Für die eingehende Diskussion der hydrodynamischen Energiekraft 
ist es wichtig, zu beachten, daJs im allgemeinen zwei verschiedene 
dynamische Prozesse zur Bildung der Gröfsen F, G, H beitragen. 
Bei dem einen Prozefs ist eine Energiekraft, bei dem anderen eine 
fremdinducierende Kraft die primäre Bewegungsursache. In den 
Abschnitten über Selbstinduktion und Fremdinduktion sahen wir 
diese Prozesse getrennt auftreten. Jetzt wirken die Kräfte gleichzeitig, 
und die Beiträge, welche jede derselben zu den Gröfsen F, G, 3 
liefert, lassen sich eindeutig angeben, so dafs wir eine eindeutige Zer- 
legung dieser Gröfsen, und damit eine Zerlegung der Energiekraft 
in Partialkräfte mit ganz verschiedenen Eigenschaften erreichen. 

Für die in die Ausdrücke von F, G f 3 eingehenden aktuellen 
Geschwindigkeitskomponenten d, b, 6 der Kugel ist diese Zerlegung 
schon in den Formeln 115 (b) gegeben. Auf der rechten Seite stehen 
zwei Partialgeschwindigkeiten, von denen die eine der energetischen 
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Geschwindigkeit der Engel, die andere der Geschwindigkeit des indu- 
cierenden Parallelstromes proportional ist. Die erste dieser Ge- 
schwindigkeiten wird der Kugel gewissermafsen in intimerer Weise 
angehören als die zweite. Die zweite ist sozusagen nur eine Ge- 
schwindigkeit, welche die Eugel interimistisch von der Flüssigkeit 
geborgt hat: die Eugel wird sie haben, wenn ein inducierender 
Parallelstrom da ist, und sie sofort wieder verlieren, wenn die Be- 
wegung des Parallelstromes aufhört Die energetische Geschwindig- 
keit wird dagegen der Eugel von Seiten der Flüssigkeit nicht 
momentan mitgeteilt oder entzogen werden können. Sie kann in 
intimster Weise der Eugel selbst angehören, z. B. wenn die Be- 
wegung derselben auf inneren elastischen Kräften beruht 

Mit Bücksicht hierauf werden wir die erste Partialgeschwindig- 
keit in 115 (b) die permanente, die zweite die temporäre Partial- 
geschwindigkeit der Eugel nennen. Wir schreiben dann 

(a) d = ä p + d t , b « b p + b t , 6 = 6 p + 6 t , 

wo die permanente Geschwindigkeit durch 

(b) ** " Ö+H d " h > = ÖTTq b " 6 * = o + Tt 6 " 

und die temporäre Geschwindigkeit durch 

gegeben sind: 

(A) Die permanente Partialgeschumddgkeit der Kugel ist gleich 
ihrer mit dem Hemmungsverhältnisse multiplioierten energetischen Ge- 
schwindigkeit. 

(B) Die temporäre Partialgeschunndigkeit der Kugel ist gleich der 
mit dem Koefficienten der fremdinducierten Geschwindigkeit multiplioierten 
Geschwindigkeit des EinfaUsstromes. 

Wenn die reine Selbstinduktionserscheinung vorliegt» das heilst, 
wenn d = ß = y = 0, wird die permanente Geschwindigkeit mit 
der aktuellen identisch. Die Formeln (b) reducieren sich dann auf 
die im Abschnitt über die Selbstinduktion diskutierten Formeln 96 (e). 
Wenn die Erscheinung der reinen Fremdinduktion vorliegt das heifst, 
wenn d € = b t = ö 9 = 0, wird die temporäre Geschwindigkeit mit 
der aktuellen identisch, und die Formeln (c) reducieren sich auf die 
im Abschnitt über die Fremdinduktion diskutierten Formeln 106 (b)- 
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121. Permanentes und temporäres Aktionsmoment. — Der allge- 
meine Ausdruck des kinematischen Aktionsmomentes war nach 68 (c') 

^ = l(d-d)E 9 6 - ${b-ß)E, ä = i(6 = y)E. 

Wenn wir hier 120 (a) einsetzen, werden sich &> 6, ä in einen nur 
von der energetischen Geschwindigkeit, und einen nur von der Ge- 
schwindigkeit des inducierenden Parallelstromes abhängigen Teil zer- 
legen. Den ersten werden wir als das permanente, den zweiten als 
das temporäre Aktionsmoment bezeichnen: 

(a) #-* 9 + fi tf ö = 6 p +ö t , ä = ä p + ä t , 

wo also 

0») *,- id,B, Ö,- \h,B, ä p = \6 9 E, 

und 

Die durch (b) definierten ^ p , Ö p , Ä hängen hier nur von d e , 5 e , d e , 
die durch (c) definierten 2<J, 6 V ä t nur von efc, ß, y ab. Für die 
letzteren finden wir durch Einführung von 120 (c) die Ausdrücke 

Durch Multiplikation mit der Dichtigkeit q der Flüssigkeit 
kommen wir zu entsprechenden Formeln für die dynamischen 
Aktionsmomente : 

(d) * - *, + *„ Q = Q p +Q t , 8=B p + JB„ 

wo 

W *,-*«*,*, 0,-1j*,ä, tf F -i»* F Ä 

und 

Wenn kein inducierender Parallelstrom da ist, wird das perma- 
nente Aktionsmoment, wie man sich leicht überzeugt, mit dem 
im Falle der reinen Selbstinduktionserscheinung studierten Aktions- 
moment identisch (103). Wenn andererseits keine energetische, also 
auch keine permanente Geschwindigkeit vorliegt, wird das temporäre 



186 DRITTER TEIL. FÜNFTER ABSCHNITT. 

Aktionsmoment (f) mit dem im Falle der reinen Fremdinduktion 
studierten Aktionsmoment identisch (113). 

In ähnlicher Weise wie wir die Aktionsmomente zerlegt haben, 
können wir auch die Aktionsgeschwindigkeiten, die Aktionsintensitäten 
nnd die Aktionsschichten in ihre permanenten und ihre tempo- 
rären Bestandteile zerlegen. Die in Frage kommenden Ausdrücke 
haben wir schon alle getrennt studiert, die permanenten im Ab- 
schnitte über die Selbstinduktion, die temporären im Abschnitte 
über die Fremdinduktion. 

122. Permanente und temporäre Energiekraft. — Nach dieser 
Zerlegung des Aktionsmomentes zerfällt die hydrodynamische 
Energiekraft von selbst in eine permanente und eine temporäre 
Partialkraft: 

z = z + z t . 

e pe l te 

Die permanente Energiekraft hat dann die Komponenten 

(b) r,.- -ßx-lß.*, + ßßO, + ßTB,} 

z P e tB-[t m f 9 + t ß 9 + t r H p ). 

Die hier auftretenden Parameter 2?, JP , G. 2? können alle als der 

J p7 p? p 

Kugel selbst angehörende Parameter aufgefafst werden, beispielsweise 
in der Weise, dafs sie alle Bewegungen der Kugel beschreiben, die 
auf inneren elastischen Schwingungen derselben beruhen. 
Die temporäre Energiekraft hat die Komponenten 

A,,= -{ä a F t + ä ß G t + ä r & t } 

(°) 5.- -\ß«F t + ß ß Q t + ßyB t ) 

3.= -{raF t + tßG t + r r 8 t }. 

Die hier auftretenden Parameter F v o 3 t beschreiben Bewegungen, 
welche die Flüssigkeit in der Kugel induciert hat Durch Einsetzen 
der Werte 121 (f) derselben ergeben sich 
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Xt. - 






K = 



als entwickelte Ausdrücke für die Komponenten der temporären 
EnergiekrafL 



Sechster Abschnitt 

Allgemeine Sitze über den relativen £lnfluss der Induktions- 
kraft und der Energiekraft auf die Bewegung der Kugel. 

123. Impulsive Bewegung. — Die Eigenschaften der hydro- 
dynamischen Energiekraft, welche jetzt mehr und mehr in den 
Vordergrund der Diskussion treten wird, unterscheiden sich in vielen 
Beziehungen bedeutend von denjenigen der Induktionskraft Diesen 
Unterschied können wir sofort durch die Betrachtung einiger be- 
sonderer Bewegungsformen zeigen. 

Es sei die Bewegung zunächst eine durch Stofskräfte erzeugte 
impulsive Bewegung. Während der sehr kurzen Stolszeit darf 
die Konfiguration und Lage des Systems nur verschwindend kleine 
Veränderungen erleiden, während gleichzeitig die Geschwindigkeiten 
sich um endliche Gröfsen verändern. Während dieser Zeit müssen 
dann die Beschleunigungen sehr grofs sein, während die Geschwindig- 
keiten immer endliche Gröfsen bleiben. 

Ist eine solche Bewegung gegeben, und führt man im Aus- 
drucke der Induktionskraft die Differentiationen nach der Zeit aus, 
so findet man, wie wir schon gesehen haben, teils Glieder, welche 
von den Beschleunigungskomponenten ä, h, ö der Kugel, und den- 
jenigen ä, ßj f des äufseren Stromes abhängen und somit sehr grofs 
werden, teils auch Glieder, die Produkte der Volumausdehnungs- 
geschwindigkeit iJ in die linearen Geschwindigkeitskomponenten d, b, 6 
der Kugel und ä, ß, y des Stromes sind. Da nur die gröfsen Glieder 
während der kurzen Stolszeit einen merkbaren Einfluis auf die Be- 
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wegung der Kugel ausüben können, wird es also gestattet sein, 
während dieser Zeit 90 (b) durch 

(a) Y { - -,*(i5-fß 

zu ersetzen. 

Im Ausdrucke der Energiekraft 90 (c) treten nur Produkte der 
immer endlichen Geschwindigkeitskomponenten auf. Im ersten Gliede 
steht das Produkt von Volumausdehnungsgeschwindigkeit ß und 
translatorischer Geschwindigkeit {ä, ß, y) des äufseren Parallel- 
stromes. Im zweiten Gliede finden sich die Produkte der im Aktions- 
momente enthaltenen Geschwindigkeitskomponenten in die Kom- 
ponenten der Deformationsgeschwindigkeit des äufseren Stromes. Die 
in der Energiekraft enthaltenen Glieder sind also von derselben 
Gröfsenordnung, wie die im Ausdrucke (a) der Induktionskraft ver- 
nachlässigten, und wir schließen: 

Während des impulsiven Bewegungszustandes kann die Energiekraft 
im Vergleich xu der IndukHonshraft vernachlässigt werden. 

Gleichzeitig können wir während der Stofszeit, je nachdem es 
sich zweckmäfsig zeigt, den Ausdruck der Induktionskraft in der 
exakten Form 90 (b) oder der angenäherten Form (a) schreiben, 
übrigens wird auch die letztere Form exakt sein, wenn das Volumen 
der Kugel unveränderlich ist. 

124. Schwingungen mit kleinen Amplituden. — Im Falle einer 
schwingenden Bewegung ist sowohl die Geschwindigkeit als die Be- 
schleunigung der Amplitude proportional Das in 123 (a) entwickelte 
Hauptglied der Induktionskraft ist eine lineare Funktion der Be- 
schleunigungskomponenten der Kugel und des Parallelstromes, und 
ist somit der ersten Potenz der Amplitude proportional. Die bei 
dieser Entwickelung vernachlässigten Glieder der Induktionskraft 
und sämtliche Glieder der Energiekraft enthalten aber Produkte 
der Geschwindigkeitskomponenten , sind also dem Produkte zweier 
Schwingungsamplituden proportional. Es genügt deshalb, die Ampli- 
tuden klein zu wählen, um zu erreichen, dafs die Energiekraft im 
Vergleich zu der Induktionskraft schwach wird. Die Kleinheit ist 
dabei selbstverständlich relativ aufzufassen: die Längen der Ampli- 
tuden müssen klein sein im Vergleich zu allen anderen im Ausdrucke 



RELATIVER EINFLUSS DER INDÜKHONS- UND ENERGIEKRAFT. 189 

der Energiekraft auftretenden Längen. Von solchen Längen kommt 
nur eine vor, nämlich der Radius d der Kugel, welcher in das 
Volumen E, und dadurch implicite in die Parameter E, F, ö, H 
eingeht Die Schwingungsamplituden müssen also relativ zu den 
Kugelradien klein sein; das war aber die Definitionseigenschaft der 
verborgenen Schwingungen (41), so dafs wir den folgenden, für die 
Dynamik der verborgenen Bewegungen äufserst wichtigen Satz 
finden: 

Im Falle einer schwingenden Bewegung } bei welcher die Amplituden 
klein sind im Vergleiche zu dem Radius der Kugel, verhält sich die 
Intensität der Induktionskraft zu derjenigen der Energiekraft wie eine 
endliche Oröfse zu einer kleinen Oröfse erster Ordnung. 

Es tritt also eine auffallende Verwandtschaft zwischen der 
schwingenden Bewegung mit kleinen Amplituden und der impulsiven 
Bewegung auf, eine Verwandtschaft, welche offenbar darauf beruht, 
dafs die schwingende Bewegung als eine periodisch wiederholte 
impulsive Bewegung aufgefafet werden kann. Die Bedingung, dafs 
während der Stofszeit keine wesentliche Konfigurationsveränderung 
eintreten darf, bleibt erfüllt, solange man die Bedingung von der 
Kleinheit der Amplituden relativ zum Kugelradius festhält 

Durch diese Analogie mufs man sich aber nicht verleiten lassen, 
die Energiekraft im Falle kleiner Schwingungen ohne weiteres zu 
vernachlässigen, und die Induktionskraft in der Form 123 (a) zu 
schreiben. Während der Stofszeit wird dieses gestattet sein, weil 
die schwächsten Kraftglieder dabei nicht Zeit haben, merkliche Be- 
wegungen zu erzeugen. Jetzt haben wir es aber mit einem an- 
dauernden Bewegungszustande zu thun, während dessen auch kleine 
Kräfte grofse Wirkungen haben können. 

125. Mittelwert der Induktionskraft im Falle periodischer Be- 
wegungen. — Die Wichtigkeit der letzten Bemerkung wird sofort 
hervortreten, wenn wir die Mittelwerte der Kräfte bei periodischen 
Bewegungen suchen. Die periodische Bewegung denken wir uns zu- 
nächst allgemeinster Natur, so dafs sie nur dadurch definiert ist, dafs 
das System periodisch dieselben Lagen mit denselben Geschwindig- 
keiten durchläuft Diese Bewegung wird dann auch eine schwingende 
sein können, mit grofsen oder mit kleinen Amplituden. 

Sämtliche Parameter des Systems, sowie ihre Ableitungen nach 
der Zeit müssen dann periodische Funktionen der Zeit mit gleicher 

Periode sein. Die unter dem Zeichen t^ im Ausdruck der 

dt 
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Induktionskraft auftretenden Verbindungen solcher Funktionen werden 
dann auch Funktionen der Zeit mit derselben Periode. Wir können 
daher den Satz 21 (A) zur Verwendung bringen und schliefsen: 

Im Falle periodischer Bewegungen hat die hydrodynamische Induktions- 
kraft den Mittelwert Null. 

Wenden wir diesen Satz auf den Fall von Schwingungen mit 
kleinen Amplituden an, so zeigt es sich, dafs die Induktionskraft 
nur in den inneren Verlauf der Schwingungen eingreift; und hier 
kann sie als allein wirkend aufgefafet werden, da sich die schwache 
Energiekraft neben ihr nicht geltend machen kann. Aber anderer- 
seits wird diese an Intensität bei weitem überwiegende Induktions- 
kraft keine Tendenz zur Erzeugung dauernder Bewegungen in be- 
stimmter Richtung haben. Solche werden nur von der viel schwächeren 
Energiekraft erzeugt werden können. 

126. Mittelwert der Energiekraft im Falle synchroner Schwin- 
gungen. — Auch die Energiekraft wird periodischen Schwankungen 
unterworfen sein, wenn eine periodische Bewegung des Systems vor- 
liegt. Im allgemeinen wird dabei sowohl die Sichtung als die Inten- 
sität veränderlich sein, so dafs ihre Richtungslinie einen Kegel im 
Räume beschreibt Nehmen wir aber den Mittelwert während einer 
Periode, so werden wir meistens nicht den Wert Null erhalten, 
obschon in vielen Fällen die an sich grofsen Glieder im Mittel 
ausfallen. 

Es giebt aber besonders einen Fall, wo die Energiekraft nicht 
nur einen von Null verschiedenen Mittelwert hat, sondern wo sie 
als eine an Vorzeichen und Richtung unveränderliche, und nur an 
Intensität periodisch schwankende Kraft auftritt. Es ist dies der 
Fall der synchronen Schwingungen. 

Die synchronen Schwingungen des ganzen Kugelsystems waren 
dadurch definiert, dafs alle geometrischen Parameter proportional 
derselben Funktion der Zeit, f(t), waren, und folglich alle kine- 
matischen Parameter proportional der Zeitableitung dieser Funktion, 
f(t) (46). Die Bewegung der Flüssigkeitspartikelchen bestand dann 
in kleinen Schwingungen längs eines festliegenden Systems von Strom- 
linien. In dem vorliegenden Falle, wo wir nur die Bewegung einer 
Kugel und der umgebenden Flüssigkeit betrachten, werden also die 
Bedingungen darin bestehen, dafs im Einfallsstrome die Schwingungen 
längs eines festen Systems von Stromlinien verlaufen, und dafs die 
Schwingungen der Kugel mit denjenigen des Einfallsstromes syn- 
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chron sind. Mathematisch drückt sich dies dadurch aus, dafs die 
Parameter E, F, Ö, Ä, d 9 ß, f, d a , dß 9 dy 9 ß a , • • • proportional 
derselben Funktion der Zeit, f(t\ sind. 

Hat diese Funktion, wie wir es bei früheren Gelegenheiten 
vorausgesetzt haben, den quadratischen Mittelwert Eins in der 
Periode, so können wir als Bedingungen für den synchronen Schwin- 
gungszustand die Gleichungen 

E = F m .f{t) d = d m .f{t) d a = dl*. f{t) 

F - F m .f(t) ß = ß m .f{t) ß fl - fi.fft 

W 

h = 4.-A0 .... 

aufstellen, wo E m9 F m , . . . d m , die nach 21 definierten und mit 

Vorzeichen versehenen quadratischen Mittelwerte sind. Substituiert 

man die Werte (a) in den Ausdruck 119(a) der Energiekraft, so 
ergiebt sich: 

0») x t = [A0P-«, y. - [AO] 1 -!?. z. - [AOP-ZJ, 

wo -XJ, P?, Z® die von der Zeit unabhängigen Gröfsen 

sind. 

Die Energiekraft (b) wird also hier eine an Vorzeichen un- 
veränderliche Gröfse sein; nur hat sie immer noch eine Intensität, 
welche sich proportional der immer positiven periodischen Funktion 
[AO] 1 verändert. Nehmen wir den linearen Mittelwert von (b), so 
kommen wir, weil f(t) den quadratischen Mittelwert Eins hat, zu 
den Formeln (c). Diese Formeln stellen also die Energiekraft im 
Falle von synchronen Schwingungen dar, wenn wir von Einzelheiten 
absehen und nur nach den durchschnittlichen Resultaten fragen. 

Die Formeln (c) sind den Formeln für die aktuelle Energie- 
kraft 119 (a) vollkommen analog, nur sind die rechts auftretenden, 
von der Zeit abhängigen Gröfsen durch die von der Zeit unab- 
hängigen, aber mit Vorzeichen versehenen quadratischen Mittelwerte 
ersetzt worden. Der Übergang von der aktuellen Energiekraft zu 
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ihrem Mittelwert im Falle des synchronen Schwingungszustandes ist 
also dem Übergänge von dem Potential der aktuellen Bewegung zu 
dem Potential des synchronen Schwingungszustandes vollkommen 
analog (46). Es ist deshalb nie notwendig, neue Formeln für den 
Fall dieses Schwingungszustandes aufzustellen, sondern wir können 
immer die Formeln für die aktuelle Energiekraft benutzen, und 
durch den folgenden Satz die Resultate für den betrachteten Fall 
ableiten: 

Im Falle synchroner Schwingungen ist die hydrodynamische Energie- 
kraft an Richtung unveränderlich und ihr Mittelwert kann durch die 
Formeln für die aktuelle Energiekraft dargestellt werden, nur dafs man 
die Symbole E, F, 0, ff, ä, ß, y, ü a , dß, . . . als quadratische Mittel- 
werte auffafst. 



127. Die permanente Energiekraft im Falle synchroner oder 
nicht synchroner Sinusschwingungen. — Schon bei diesen Betrach- 
tungen der hydrodynamischen Energiekraft als Funktion nur der 
Zeit tritt die Wichtigkeit der Zerlegung der totalen Energiekraft 
in die permanente und die temporäre Partialkraft hervor. Denn 
da die temporären Aktionsmomente F t , O t , H t nach 121 (f) den Ge- 
schwindigkeitskomponenten äy ß, y im Einfallsstrome proportional 
sind, werden die Bedingungen des Synchronismus schon von selbst 
erfüllt sein, sofern nur die Bewegung im Einfallsstrome in Schwingungen 
längs eines festliegenden Systems von Stromlinien besteht Ganz anders 
verhält es sich dagegen mit der permanenten Energiekraft, wo E, 
F p , O pJ B p als Gröfsen auftreten, die von der Bewegung im Einfalls- 
strome unabhängig sind. 

Wir wollen deshalb besonders die permanente Energiekraft 
untersuchen, wenn sich die permanenten Schwingungen der Kugel 
dem Synchronismus mit den Schwingungen des Einfallsstromes 
nähern. Dabei betrachten wir, der Einfachheit halber, den Fall, dafs 
die Schwingungen sinusförmig verlaufen. 

Ein beliebiges der vier Glieder, welche im Ausdruck der Kompo- 
nenten 122 (b) der permanenten Energiekraft auftreten, kann in der 
Form 

(a) F e = -*£ 

geschrieben werden, wobei d die Geschwindigkeit im Parallelfeld 
und S das Volumänderungsmoment, oder auch d eine der deforma- 
tiven Geschwindigkeitskomponenten, und S eine Komponente des 
dynamischen Aktionsmomentes bedeuten kann. 
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Verändern sich die Koordinaten des Systems sinusförmig, so 
werden sich die mit Zeitableitungen proportionalen Gröfsen & und S 
kosinusformig verändern, und zugleich die linearen Mittelwerte Null 
haben. Wir setzen also & und S zwei Kosinussen proportional und 
fügen den numerischen Faktor ]A2 hinzu, weil ein mit diesem Faktor 
multiplicierter Kosinus den quadratischen Mittelwert 1 hat. Wir 
können dann 

(b) & - <* w V2cos(0* + /), S « 8 m Y2 cos {ht + h') 

schreiben, wo & m und S m die quadratischen Mittelwerte der Gröfeen 
& und S sind. Diese Gröfsen deuten wir vorläufig als positiv, ohne 
noch die Vorzeichenregel 21 (B) anzuwenden. Die in dem Kosinus 
vorkommenden Parameter g und h sind die mit 2n multiplicierten 
Schwingungszahlen, g und h! Zahlen, von welchen die Phasen ab- 
hängen. 




Fig. 80. Schwankungen der Energiekraft in der Nähe 

des Iaochronismua. 

Die Substitution von (b) in das Kraftglied (a) giebt 
F e = — & m 8 m .2cos{gt + g')cos(ht + h'), 

oder nach einer einfachen Umformung des Produktes zweier Ko- 
sinusse 

(c) F % = -& m S m .{cos[{g+h)t+gf+h r ] +cos[(£-A) <+/-*']} . 

Das Kraftglied F e macht also im Verlauf der Zeit eine doppelte 
Schwankung, deren jede kosinusformig verläuft, und wobei die 
Schwingungszahl der einen die Summe, die der anderen die Differenz 
der beiden einzelnen Schwingungszahlen ist 

Jetzt denken wir uns, dafs die Schwingungszahlen einander mehr 
und mehr gleich werden. Die erste, schnell verlaufende Kraft- 
schwankung wird dabei wesentlich unverändert, die zweite, von der 
Differenz der Schwingungszahlen abhängige, wird dagegen immer 
langsamer verlaufen, so dafs die Kraft als Funktion der Zeit gra- 
phisch durch die doppelt wellenförmige Kurve der Figur 30 dar- 

Bjxrxxsb, Vorlesungen. I. 18 
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gestellt werden kann. Betrachten wir nur den Mittelwert der Kraft 
während einer Periode der schnellen Schwankung, so wird dieser 
durch die Formel 

(c') Fl = -«^A.cosO -*)< + (/-*')] 

dargestellt. Graphisch läfst sich dieser Mittelwert der Kraft durch 
die in der Figur punktierte Mittellinie mit langen Wellen darstellen. 
Nehmen wir schliefslich den Mittelwert der Kraft während einer 
Periode dieser langsamen Schwankung, so erhalten wir das Re- 
sultat Null. 

Solange Schwingungen verschiedener Schwingungsdauer vor- 
liegen, wird also die Kraft F e immer den Mittelwert Null haben, 
wenn wir hinlänglich lange Zeiträume betrachten. Sie wird das 
Vermögen haben, langsam verlaufende schwingende Bewegungen mit 
Amplituden beliebiger Gröfse zu erzeugen, nicht aber andauernde 
Bewegungen unveränderlicher Richtung veranlassen können. Gehen 
wir aber zu dem Falle des exakten Isochronismus beider Schwingungen 
über, g = h, so reduciert sich der allgemeine Ausdruck (c) der 
Kraft auf 

(d) F t - -& m S m {co*[{g+h)t + {g' + h')] + coB{g'-.h')y 

Wir haben es also von jetzt an nur mit den schnellen Kraftschwankungen 
zu thun, die früheren langsame]* Schwingungen haben eine unend- 
liche Schwingungsdauer erhalten, und die entsprechende Wellenlinie 
ist eine gerade Linie parallel zur z'-Achse geworden. Der Mittel- 
wert der Kraft für Zeiten beliebig grofser Länge wird 

r ; ji.'« (<*') T - -*.fi..ooB(jr-»r) 

und ist eine von der Zeit unabhängige Gröfse. Diese Kraft wird 
also andauernde Bewegungen bestimmter Richtung erzeugen können, 
ihre Intensität und ihr Vorzeichen hängt nur von dem Phasenunter- 
8 chiede der beiden Schwingungen ab. 

Ist g s h\ so haben wir gleiche Phase; der Kosinus wird Eins, 
und wir finden ftir die thatsächliche und die mittlere Kraft be- 
ziehungsweise 

K - -*.5.{cos[(p + A)# + ^ + *f]+l} 

f: - -& m js m . 
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Die aktuelle Kraft wird durch die ganz unter der »-Achse liegende 
Wellenlinie der Figur 31a dargestellt, und die mittlere Kraft durch 
die punktierte Gerade. Verschieben sich die Phasen, so dafs 

/ — K =s ~ , also der Phasenunterschied ein Viertel der ganzen 

Schwingungsdauer beträgt, so wird der Kosinus Null, und wir er- 
halten für die aktuelle und die mittlere Energiekraft 



<o 



K - -*.£. «»[> + *)* + / + *'] 



F% - 0. 



Die Kraft hat also den Mittelwert Null, die Wellenlinie Figur 31b 
liegt zur a> Achse symmetrisch, und die punktierte Mittellinie, welche 






Fig. 81 a, b und c Schwankungen der Energiekraft bei Iso- 
chronismus. a und c Synchronismus, b viertel Phase. 

die mittlere Kraft darstellt, ist mit dieser Achse zusammenge- 
fallen. Bei dem Phasenunterschiede g — h' = n, welcher eine halbe 
Schwingungsdauer beträgt, wird die Kraft 



(e") 



K - -*«A{oos[(j + *)« + / + V]-l} 



K = *a, 



die Wellenlinie, welche F t , und die punktierte Gerade, welche Fl dar- 
stellt, liegen ganz oberhalb der a> Achse (Figur Sic). 

Nach einer Verschiebung von noch einem Viertel der ganzen 
Schwingungsdauer haben wir wieder den durch die Figur 31b dar- 

13« 
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gestellten Fall, und die mittlere Kraft wird wieder Null Nach 
einer neuen Verschiebung um eine viertel Phase kommt man zu dem 
Fall der Figur 31a zurück, und so weiter. 

Ist der PhaaenunterschiedNull oder eine halbe Schwingungsdauer, 
so liegen nach unserer Definition synchrone Schwingungen vor (46). 
Anstatt in den Gleichungen (b) leinen Phasenunterschied oder £ 
einzufahren, können wir denselben Kosinus benutzen, 

(f) & = tf w l/2.cos(0*+/), S = S w l/2cos(0*+$O, 

und die Faktoren fi und 5 als Gröfsen mit Vorzeichen nach der 
Eegel 21 (B) betrachten. Bei gleichem Vorzeichen dieser Gröfsen 
erhalten wir dann die mittlere Kraft (e\ bei entgegengesetztem 
Vorzeichen die entgegengesetzte mittlere Kraft (e"). Die Vor- 
zeichen der Gröfsen & m und S m sind in diesem Falle die Vor- 
zeichen der Gröfsen & und S selbst zu einer beliebig gegebenen 
Anfangszeit 

Die hier durchgeführten speciellen Überlegungen haben also zu 
genau demselben Resultate geführt, wie die unmittelbare Verwendung 
des Satzes 126. Der Ausdruck des Mittelwertes des betrachteten 
Kraftgliedes läfst sich im Falle synchroner Schwingungen 

(g) Fi = -*«$. 

schreiben und ist mit dem ursprünglichen Ausdruck (a) identisch, 
nur dafs die aktuellen Geschwindigkeiten und das aktuelle Volum- 
änderungs- beziehungsweise Aktionsmoment durch die entsprechen- 
den quadratischen Mittelwerte ersetzt worden sind. 



Siebenter Abschnitt. 

Einflufs der Energiekraft auf die Bewegung der Kugel. 

128. Beziehung der Energiekraft zur Bewegung der Kugel 
und der Flüssigkeit — Wie die hydrodynamische Energiekraft als 
Funktion der Zeit auftritt, ist aus den Untersuchungen der vorher- 
gehenden Abschnitte klar. Betrachten wir sie jetzt in Bezug auf 
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ihre geometrischen Eigenschaften, das heifst in Bezug auf die Ab- 
hängigkeit ihrer Richtung und Gröfse von dem Bewegungszustande 
der Kugel und der Flüssigkeit Dabei untersuchen wir erst die 
totale Energiekraft 119 (a), um uns später den besonderen Eigen- 
schaften der permanenten und der temporären Partialkräfte zu- 
zuwenden. 

Im Ausdrucke der 'Energiekraft treten als Repräsentanten der 
Bewegung der Flüssigkeit erstens die translatorischen Geschwindig- 
keitskomponenten 

(a) *, ß, t, 

und zweitens die deformativen Geschwindigkeiten 



(b) d ay äß, dy } 



• • » • 



auf, Hier muss beachtet werden, dafs (a) und (b) die Geschwindig- 
keitskomponenten des ursprünglichen, von der Bewegung der Eugel 
noch nicht gestörten Einfallsstromes darstellen. Wir brauchen des- 
halb nicht auf die thatsächlich vorliegenden kompilierten Felder 
Bücksicht zu nehmen, sondern denken uns, wie schon bei früheren 
Gelegenheiten, die Bewegung des Einfallsstromes und die Bewegung 
der Kugel einander ungestört superponiert 

Jede der Gröfsen (a) und (b) erscheint im Ausdrucke der Energie- 
kraft mit einem Faktor multipliciert, welcher als Repräsentant der 
Bewegung der Eugel aufgefafst werden kann. Als Faktor der 
Translationsgeschwindigkeit der Flüssigkeit tritt das Volumänderungs- 
moment 

auf, welches der Volumausdehnungsgeschwindigkeit proportional ist. 
Als Faktoren der deformativen Geschwindigkeiten (b) treten die 
Komponenten des dynamischen Aktionsmomentes 

(V) *,'0f & 

auf. Wenn wir dieselben als Repräsentanten der Bewegung der 
Kugel ansehen, dürfen wir jedoch nicht vergessen, dafs die in ihnen 
enthaltenen translatorischen Geschwindigkeitskomponenten des Mittel- 
punktes der Kugel nicht die absoluten, sondern die zum Einfalls- 
strome relativen Geschwindigkeitskomponenten sind, wie die Aus- 
drücke 118 (d) zeigen. 

Die hydrodynamische Energiekraft zerlegt sich deshalb in zwei 
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wesentlich verschiedene Partialkräfte: Die erste wird eine im 
Parallelfelde auftretende oder von der Volumänderung der 
Kugel abhängige, die zweite eine im Deformationsfelde auf- 
tretende, oder von der relativen Translationsbewegnng der 
Kugel abhängige Kraft sein. 

129. Die von der Volnmänderung der Kugel abhangige Energie- 
kraft. — Die Komponenten der somit definierten ersten Partial- 

kraft sind: 

X € = -äE 

(a) r a - -/* 

Wir schliefen also: 

(A) Die Energiekraft, toelche die wlumändernde Kugel angreift, ist 
gleich dem negativ genommenen Produkte aus der Geschwindigkeit des 
Parallelstromes in das Volumänderungsmoment der Kugel 




v^i>* 




Fig. 82, a und b. Energiekraft gegen expandierende Kugel (a) 
und kontrahierende Kugel (b) im Parallelfelde. 

Lösen wir E in seine Faktoren q und E auf, so sehen wir, 
dafs die Kugel durch ihre Volumänderungsgeschwindigkeit, die 
Flüssigkeit durch ihre Dichte und ihre lineare Geschwindigkeit 
wirkt Weiter findet man als einfache Regel für die Kraft- 
richtung: 

(B) Die expandierende Kugel wird gegen dm Strom, die kontra- 
hierende mit dem Strome getrieben. 

Der Satz wird durch die Figuren 32 a und b illustriert, wo die 
Bewegungen der Kugel und des Parallelstromes als einander un- 
gestört superponiert gezeichnet sind, und der stark gezeichnete, an 
dem Mittelpunkte der Kugel angreifende Pfeil die resultierende 
Energiekraft darstellt 

Die Kraftregeln (A) und (B) sind auf das ursprüngliche, von 
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dem Vorhandensein der Engel noch nicht gestörte Parallelfeld be- 
zogen. Die Kraft steht aber in enger Beziehung zu der Asymmetrie 
des reellen Feldes. Auf derjenigen Seite der Kugel, wo der Radial- 
strom dem Parallelstrome entgegenwirkt, findet sich ein neutraler 
Punkt (Fig. 21), und man sieht, dafs die eben gegebene Regel über 
die Kraftrichtung mit der folgenden identisch wird: 

(C) Die Energiekraft sucht die volumändernde Kugel gegen den 
neutralen Punkt des umgebenden Feldes hinzutreiben. 

130. Die von der relativen Translationsbewegung der Kugel 
abhängige Energiekraft. — Die zweite partielle Energiekraft, welche 
von der relativen translatorischen Bewegung der Kugel und dem 
äufseren Deformationsstrome abhängig ist, hat die Komponenten: 

(a) Y t = -[0 a F+0 ß Q + Y B] 

Z. [f a F+f ß O + y Y B\. 

Hier sind F, 0, 3 die Komponenten des dynamischen Aktions- 
momente8, also nach der allgemeinsten Definition dieser Gröfsen 

F = \qE{d-&) 

(b) -#**(*- A 

B - iqE(ö-f). 

Für das Auftreten dieser Kraft ist also eine notwendige Bedingung, 
dafs die Kugel relativ zu dem umgebenden Parallelstrome eine 
Translationsbewegung hat, so dafs eine Konfliktgeschwindigkeit 

(c) d-&, 1>-0, 6 — t 

vorhanden ist. Dabei ist es gleichgültig, ob absolut genommen die 
Kugel in Ruhe ist, und die Flüssigkeit vorüberströmt, oder um- 
gekehrt die Kugel bewegt ist, während das umgebende Parallelfeld 
fehlt In allen Fällen wird die Konfliktgeschwindigkeit das Aktions- 
moment eindeutig bestimmen, und von der Beziehung des Aktions- 
momentes zu dem umgebenden Deformationsfelde wird die Kraft 
abhängen. 

Nachdem das Aktionsmoment der Kugel bestimmt ist, können 
wir von dem etwa vorhandenen Parallelstrome absehen und die 
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Vorstellung benatzen, dafs die Kugel sich nur in einem Deforma- 
tionsstrome befindet, und dafs ihr Mittelpunkt im betrachteten Augen- 
blicke durch das Deformationscentrum passiert mit einer der Konflikt- 
geschwindigkeit (c) gleichen absoluten Geschwindigkeit. 

Um ein geometrisches Bild dieser Kraft in Bezug auf Gröfse 
und Richtung zu erhalten, können wir die Kraftkomponenten (a) 
mit den ganz ähnlich gebauten Ausdrücken 54 (a) der Geschwindig- 
keitskomponenten im Deformationsfelde, nämlich 



(d) 



d <p 
Fi 

d <p 

d <p 

b~i 



* d a (x — a) + dß{y — b) + dy(z — c) 

= A(*-*) + A(y-*) + A(*-<0 

=- M* - «) + fß{y - *) + r r (* - ß ) 



vergleichen. Die Ausdrücke (a) und (d) werden untereinander 





a 



Fig. 88, a und b. Energiekraft im Deformationsfelde gegen fort- 
schreitende Kugel (a), und gegen volumfinderndes Kugelpaar (b). 



entgegengesetzt gleich, wenn wir x — a, y — b, z — c mit F } G, S 
identificieren. Das heifst: 

Trägt man von dem Gentrum des Deformationsfeldes eine Strecke 
ab, welche das dynamische Aktionsmoment darstellt, so wird die negativ 
genommene Geschwindigkeit des Deformationsfeldes im anderen Endpunkte 
dieser Strecke die im Cerdrum angreifende Energiekraft an Gröfse und 
Richtung darstellen. 

Nach dieser Regel kann man die Kraft durch eine einfache 
Konstruktion finden, wenn das ursprüngliche Deformationsfeld durch 
Stromlinien oder Solenoide dargestellt ist (Figur 33 a). 
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Das somit gefundene Kraftgesetz läfst sich auch unmittelbar 
aus dem für die volumändernde Kugel im Parallelstrome gültigen 
ableiten. Das mit der fortschreitenden Kugel äquivalente volum- 
ändernde Kugelpaar wird in einer expandierenden Kugel etwas vor, 
und in einer kontrahierenden Kugel ebensoviel hinter dem Mittel- 
punkte der fortschreitenden Kugel bestehen. Die kontrahierende 
Kugel wird von einer Kraft in der Stromrichtung, die expandierende 
von einer Kraft gegen die Stromrichtung angegriffen. Da sich nun 
die Kugeln in entgegengesetzt gleichen Strömen befinden, sind diese 
beiden Kräfte gleich grofs und gleich gerichtet. Die Kraftrichtung 
ist, wie man sofort sieht, identisch mit der Richtung der Kraft, 
welche die fortschreitende Kugel angreift. Da die Stromintensität 
im Parallelfelde proportional dem Abstände von dem Feldcentrum 
zunimmt, findet man sofort, dafs die Kraft dem Produkte der Volum- 
ausdehnungsgeschwindigkeit der einen Kugel in den Centralabstand 
der beiden, das heilst dem Aktionsmoment, proportional ist 

Diese Kraftregeln beziehen sich alle auf die Beziehung der Be- 
wegung der Kugel zu derjenigen des Einfallsstromes. Der Vergleich 
mit den aktuellen Feldern, deren die Figuren 22 und 23 Beispiele 
abgeben, ist aber auch lehrreich. Die im Gentrum eines Deforma- 
tionsfeldes befindliche volumändernde Kugel erzeugt ein symmetrisches 
Feld, die Kugel liegt symmetrisch zwischen zwei neutralen Punkten 
und wird gegen keinen derselben hingetrieben. Die fortschreitende 
Kugel erzeugt dagegen ein unsymmetrisches Feld; sie hat in der 
Figur 23 vor sich auf der Rotationsachse einen neutralen Punkt, 
gegen welchen sie hingetrieben wird. 

131. Regel von dem virtuellen Zu wach« der Konfliktgeschwindig- 
keit — Die Kraftrichtung, welche man nach der Konstruktion der 
Figur 33 a findet, wird nach dem Satze 57 diejenige Richtung sein, 
in der die Geschwindigkeit des Deformationsfeldes die gröfste nega- 
tive Projektion auf das Aktionsmoment hat. Trägt man in dieser 
Richtung als Radiusvektor diejenige Länge ab, welche das Aktions- 
moment der Kugel darstellt, so wird man nach der Formel 57 (c) 
zu einer Stelle kommen, wo die Projektion der vorhandenen Ge- 
schwindigkeit auf das Aktionsmoment die Gröfse der Kraft darstellt 
Die Gröfse der Kraft ist folglich der auf die Längeneinheit des 
gezeichneten Radiusvektors bezogene Zuwachs der betreffenden Ge- 
schwindigkeitskomponente, multipliciert mit dem Aktionsmomente. 
Als neue Kraftregel finden wir also: 

(A) Die Energiekraft sucht die Kugel in der BUhtumg xu verschieben, 
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wo die dem Aktionsmomente der Kugel entgegengesetzte Geschwmdigkeüs- 
komponente am gröfsten ist, und ist gleich dem Produkte des Aktions- 
momentes in die Ableitung dieser Oesehwindigkeitskomponente nach jener 
Richtimg. 

Diese Eegel ist ganz davon unabhängig, ob nur ein Deforma- 
tionsfeld vorliegt, in dessen Centram sich augenblicklich die Kugel 
befindet, oder ob ein beliebiges Potentialfeld betrachtet wird. Denn 
der Wert, welchen die Ableitung der betreffenden Geschwindigkeits- 
komponente im Entwickelungscentrum hat, wird nur von dem in 
dem Potentialfelde enthaltenen Deformationsfelde abhängen. 

Wenn wir die Kraftregel nur zu qualitativen Zwecken brauchen, 
besonders um die Richtung der Kraft in einem gegebenen Strome 
zu finden, so betrachten wir am zweckmäßigsten anstatt des Aktions- 
momentes die damit proportionale Konfliktgeschwindigkeit d — d, 
b — ß, 6 — f. Wenn wir eine wirkliche Verschiebung der Kugel 
ausführen, wird im allgemeinen nicht nur die Geschwindigkeit ä, ß,y 
des Feldes, sondern infolge der veränderten Induktionskraft auch 
die aktuelle Geschwindigkeit d, b, ö der Kugel sich verändern. 
Denken wir uns aber eine virtuelle Verschiebung, wobei die aktuelle 
Geschwindigkeit der Kugel unverändert bleibt, so dafs die ent- 
sprechende virtuelle Veränderung der Konfliktgeschwindigkeit nur 
auf der Variation der Gröfsen <&, ß, y beruht, so können wir die 
Regel über die Richtung der Kraft in der folgenden einfachen 
Weise aussprechen: 

(B) Die Kugel sucht sich so xu bewegen, dafs der virtuelle Zuwachs 
der Konfliktgeschurindigkeit xu jeder Zeit so grofs als möglich wird. 

Ob die reelle Bewegung in der Kraftrichtung auch eine reelle 
Vergrößerung der Konfliktgeschwindigkeit zur Folge haben wird 
oder nicht, wird von der gleichzeitigen Variation der aktuellen 
Geschwindigkeit der Kugel abhängen. 

132. Beispiele der Energiekraft gegen die fortschreitende Kugel 
in einem Flüssigkeitastrome. — Einige Beispiele werden die Anwendung 
dieser Regel erläutern. 

Es sei erst der um seine Achse symmetrische divergierende 
Strom gegeben, und es bewege sich die Kugel längs dieser Strom- 
achse. Ist die absolute Bewegung der Kugel gegen den Strom ge- 
richtet (Figur 34 a), so wird eine Verschiebung in der Richtung zu- 
nehmender Stromintensität oder konvergierender Stromlinien den 
größtmöglichen virtuellen Zuwachs der Konfliktgeschwindigkeit 
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erzeugen, die Kugel wird also von der Energiekraft in dieser Richtung 
getrieben. Dasselbe wird noch der Fall sein, wenn sich die Kugel 
mit dem Strom bewegt, aber mit kleinerer absoluter Geschwindig- 
keit als derselbe, so dafs die Bewegung der Kugel relativ zu dem 
Strome eine entgegengesetzte ist Bewegt sich aber die Kugel mit 
dem Strome, und schneller als derselbe (Figur 34 b), so wird sie in 
der Sichtung abnehmender Stromintensität getrieben. 





a 







e 



Fig. 84, a bis f. Energiekraft gegen eine fortschreitende Kugel in 
divergierendem oder in gekrümmtem Strome. 



Wir betrachten dann den Fall eines gekrümmten Stromes, wo 
sich also die Stromintensität senkrecht zur Richtung des Stromes 
verändert, und auf der konkaven Seite der Stromlinien am stärksten 
ist Bewegt sich in diesem Falle die Kugel gegen den Strom, so 
wird sie quer zu demselben in der Sichtung zunehmender Strom- 
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intensität getrieben (Figur 34 c). Dasselbe wird der Fall sein, wenn 
die absolute Bewegung der Kugel derjenigen des Stromes gleich- 
gerichtet ist, aber kleiner, so dafs die relative Bewegung eine ent- 
gegengesetzte wird. Läuft aber die Kugel mit dem Strome, und 
schneller als derselbe, so wird sie wieder quer zur Stromrichtung, 
aber in der Richtung abnehmender Stromintensität getrieben 
(Figur 34 d> 

Bewegt sich die Kugel senkrecht zu dem divergierenden Strome, 
so wird sie von der Energiekraft senkrecht zur Stromachse getrieben, 
und zwar in der Richtung, wo die zunehmende laterale Strom- 
komponente der absoluten Bewegung der Kugel entgegengesetzt ist 
Ist die Bewegung der Kugel senkrecht zu dem gekrümmten Strome 
gerichtet, so wird sie von der Energiekraft entweder längs oder 
entgegengesetzt der Stromrichtung getrieben, und zwar nach der- 
jenigen Seite hin, wo infolge der Richtungsveränderung des Stromes 
eine Geschwindigkeitskomponente desselben der Geschwindigkeit der 
Kugel entgegengesetzt ist (Figur 34 f). 

133. Die permanente Energiekraft. — Die Energiekraft gegen 
die volumändernde Kugel gehört immer derjenigen Partialkraft an, 
welche wir als die permanente Energiekraft bezeichnet haben (122). 
Die Energiekraft gegen die fortschreitende Kugel kann dagegen je 
nach den umständen permanenter, temporärer oder zusammen- 
gesetzter Natur sein. In allen Fällen behalten die oben entwickelten 
Resultate ihre Gültigkeit Um aber die Diskussion weiterführen 
zu können, müssen wir die permanente und die temporäre Partial- 
kraft getrennt betrachten. 

Die permanente Energiekraft hat die Form 129 (a) und 130 (a), 
nur dafs man JP, Q, ß als die permanenten Aktionsmomente auffafst 
(121). Da dieselben Gröfsen sind, welche von dem umgebenden 
Flüssigkeitsstrome unabhängige Werte haben, erhält die Regel von 
dem virtuellen Zuwachs der Konfliktgeschwindigkeit eine besonders 
einfache Bedeutung. Denn da eine wirkliche Verschiebung der 
Kugel keinen Einfluls auf den Wert der permanenten Geschwindig- 
keit (d p , b p , ö p ) der Kugel hat, so hat man nur mit der Variation 
der Geschwindigkeit (ä, ß, f) zu thun, und die Verschiebung wird 
immer einen wirklichen Zuwachs der Konfliktgeschwindigkeit 
(d p — ä, b p — ß, ö p — f) zur Folge haben. 

Eine andere Folge der permanenten Natur des Aktionsmomentes, 
so wie des Volumänderungsmomentes ist die, dafs man unmittelbar 
eine Kräftefanktion für diese Kraft aufstellen kann. Bezeichnen wir 
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zu diesem Zwecke den Mittelpunkt der Eugel vollständiger durch 
a gJ b g , c g , so ist nach Analogie von 78 (b): 



« 



# = -j 9 

aa g 7 


P dbg' 


7 "" ÖOg 


d*<p Bd 
oag oa g ' 


* da g dbg da g } 


^ da g dog da 9 ' 



wo wie gewöhnlich die Ableitung von <p nach a , i , c eine vorher- 
gehende Substitution s = a , y «= 6 , z = c voraussetzt, wobei wir 
jedoch den Fall ausschliefsen, dais <p schon vor dieser Substitution 
die Gröfsen a . , 6 , o als Parameter enthält Führt man (a) in den 
Formeln 129 (a) und 130 (a) der permanenten Energiekraft ein und 
erinnert sich, dafs die Komponenten des permanenten Aktions- 
momentes von a gJ b g9 c g unabhängig sind, so ergiebt sich, dafs man 

W ** ~ JaV J * ~ W ^ ab- 

schreiben kann, wo die Kräftefunktion *P p die Form 

(c) W p = -<pE-{äF+ßQ + ?B} 

hat 

Ist schliefslich & wie früher die Geschwindigkeit, welche die 
Komponenten ä, ß, y hat, und S das Aktionsmoment mit den Kom- 
ponenten F, Ö, ß, und der zwischen & und S eingeschlossene 

Winkel, so kann W auch in der Form 
* p 

(c) W p - -yJ£-d£cosö 

geschrieben werden. 

Das erste Glied dieser Kräftefunktion 

(d) *J = -<pE 

bezieht sich auf die Kraft, welche die volumändernde Kugel angreift, 
und sagt aus, dafs sich die expandierende Kugel in derjenigen 
Sichtung bewegen wird, wo das Geschwindigkeitspotential tp am 
schnellsten abnimmt, die kontrahierende Kugel in derjenigen Rich- 
tung, wo dasselbe am schnellsten zunimmt, was mit dem früheren 
Resultate von der Bewegung gegen oder mit dem Strom überein- 
stimmt 
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Das zweite Glied 
(e) *J = -tfScosö 

bezieht sich auf die Kraft gegen die fortschreitende Kugel und sagt 
aus, dafs sich die Kugel in derjenigen Sichtung translatorisch zu 
verschieben sucht, wo das mit dem Kosinus des eingeschlossenen 
Winkels multiplicierte Produkt des Aktionsmomentes S der Kugel 
in die Geschwindigkeit des ursprünglichen Stromes am schnellsten 
abnimmt Man überzeugt sich leicht, dafs diese Kraftregel in allen 
Fällen zu demselben Resultate wie die Regel von der virtuellen, 
in diesem Falle reellen Zunahme der Konfliktgeschwindigkeit 
führt 



134. Die temporäre Energiekraft. — Die Komponenten des 
temporären Aktionsmomentes sind nach 121 

F t - iq{d t -ä)E = UföTi*B 

(a) Q t - fjft-fltf- U-Üfjt* 

Dasselbe ist also der Geschwindigkeit (a, ß, f) des Stromes ent- 
weder entgegengesetzt oder gleichgerichtet, während das permanente 
Aktionsmoment eine von dem Strom unabhängige Richtung haben 
kann. Wir begegnen also nur den durch die Figuren 34, a, b, c, d dar- 
gestellten Fällen, nicht aber denjenigen der Figuren 34, e und £ Bei 
der Verwendung der Regel von dem virtuellen Zuwachs der Konflikt- 
geschwindigkeit mufs man scharf diesen virtuellen Zuwachs von dem 
reellen trennen, der infolge einer wirklichen Verschiebung eintritt 
Denn während wir bei der virtuellen Verschiebung uns die Ge- 
schwindigkeit der Kugel, in diesem Falle also (d t , b t , ö^j, als konstant 
vorzustellen haben, wird sie sich bei einer wirklichen Verschiebung 
proportional (<*, ß, f) verändern 120 (A), so dafs der reelle Zuwachs 
der Konfliktgeschwindigkeit einfach proportional dem Zuwachs der 
Geschwindigkeit des Stromes wird. 

Setzen wir die Werte (a) des temporären Aktionsmomentes und 
gleichzeitig die Ausdrücke 133 (a) der deformativen Geschwindig- 
keiten in der ersten Zeile 130 (a) ein, so ergiebt sich 
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Dieser Ausdruck hat also die Form einer Ableitung nach a , und 
die temporäre Energiekraft l&Tst sich daher auch durch eine Kräfte- 
funktion ausdrücken: 



(c) 


Xt " da, ' 


wo 
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135. Beziehung der temporaren Energiekraft zu der Energie- 
verteilung im Ein&llsstrom. — Die gefundene Kräftefunktion ist der 
Gröfse 

(a) t - iJ^ + ^ + j? 1 } 

proportional, welche den Energievorrat pro Volumeinheit im ur- 
sprünglichen Stromfeld darstellt Als Proportionalitätsfaktoren treten 
— IE und der in 110(a / ) definierte Koefficient der inducierten Kon- 
fliktgeschwindigkeit, nämlich 

q-Q 



(b) 



<? + ** 



auf. Die temporäre Kraft steht also zu der Energieyerteilung im 
ursprünglichen Stromfeld in enger Beziehung. Die Energieverteilung 
läfst sich durch Flächen 

(c) t = const 

oder isoenergetische Flächen beschreiben. Dieselben stellen in 
gewöhnlicher lamellärer Weise die Vektorgröfse 

w da, 9 ~db g ' 67, 

dar, welche wir den energetischen Vektor nennen können, und 
welche die Richtung angiebt, in welcher die Energie des Feldes am 
schnellsten zunimmt, und die den Betrag dieser Zunahme mifst Ist 
dieser Vektor bekannt, so findet man, wie aus dem Obigen sofort 
hervorgeht, die temporäre Kraft einfach nach der folgenden Regel: 
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Die temporäre Kraß gegen eine Kugel ist das negativ genommene 
Produkt des energetischen Vektors des Einfallsstromes in den Koefficienten 
der inducierten Konfliktgesckwindigkeit und in das % fache des Volumens 
der Kugel. 

136. Bewegung leichter und schwerer Kugeln unter dem Ein- 
flüsse der temporären Energiekraft. — Ist Q kleiner als q, die Kugel 
also leichter als die Flüssigkeit, so ist der Koefficient der inducierten 
Konfliktgeschwindigkeit positiv. Die Kugel schwingt also schneller 
als die Flüssigkeit, so dafs wir im Grenzfall der unendlich leichten 
Kugel das durch die Figur 18 dargestellte Feld haben. Die Kugel 
wird dann in der Sichtung abnehmender Feldenergie oder in der 
Sichtung abnehmender Stromintensität getrieben, wie man auch 
nach der Segel von der virtuellen Zunahme der Konflikt- 
geschwindigkeit schliefsen wird (vergl. Figur 34 b und d). In diesem 
Falle wird aber die reelle Verschiebung der Kugel eine reelle 
Verminderung der Konfliktgeschwindigkeit zur Folge haben, da 
die Konfliktgeschwindigkeit der Geschwindigkeit des Feldes pro- 
portional ist. 

Ist Q gleich q, sind also Kugel und Flüssigkeit gleich schwer, 
so wird der Koefficient der inducierten Konfliktgeschwindigkeit Null. 
Die Kugel wird in ihrer Bewegung genau der Flüssigkeit folgen, 
und die temporare Kraft verschwindet identisch. 

Ist schliefslich Q gröfser als q, die Kugel also schwerer als die 
Flüssigkeit, so ist der Koefficient der inducierten Konfliktgeschwin- 
digkeit negativ. Die Kugel bewegt sich also langsamer als die 
Flüssigkeit, und ihre relative Geschwindigkeit ist immer gegen den 
Strom gerichtet Wir haben also Felder vom Typus der Figur 19. 
Die Kugel wird in der Sichtung zunehmender Feldenergie, oder in 
der Sichtung zunehmender Stromintensität getrieben (vergl. Figur 34, 
a und c). In diesem Falle ist die reelle Verschiebung der Kugel 
nach dieser Sichtung auch mit einem reellen Zuwachs der Konflikt- 
geschwindigkeit verbunden. 

Das qualitative Ergebnis dieser Diskussion läfst sich in den 
Satz zusammenfassen: 

Temporäre Energiekraft wirkt nur gegen Kugeln, welche eine von 
der Flüssigkeit verschiedene Dichte haben. Schwere Kugeln werden in der 
Richtung zunehmender, leichte in der Richtung abnehmender Stromenergie 
getrieben. 

137. Die Bewegung einer pulsierenden oder oscillierenden Kugel 
im oszillierenden Einfallsstrome. — Die oben entwickelten Resultate 
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beziehen sich alle auf den augenblicklichen Wert der hydrodyna- 
mischen Energiekraft bei gegebenen Bewegungen der Kugel und 
des Einfallsstromes. Mit Hilfe der allgemeinen Resultate des vorher- 
gehenden Abschnittes über die Abhängigkeit dieser Kraft von der 
Zeit können wir unmittelbar zu den Mittelwerten der Kraft im Falle 
schwingender Bewegungen übergehen. 

Wie schon dort bemerkt, sind die Bedingungen des Synchro- 
nismus immer von selbst erfüllt im Falle der temporären Energie- 
kraft (127). Diese Kraft wird also nach 126 immer einen von Null 
verschiedenen Mittelwert haben, so dafs sie, wenn sie überhaupt 
besteht, der Kugel eine progressive Bewegung bestimmter Richtung 
durch jeden längs fester Stromlinien oscillierenden Einfallsstrom 
erteilen wird. 

Die permanenten Pulsationen oder Oscillationen der Kugel 
brauchen dagegen nicht mit den Oscillationen des Einfallsstromes 
synchron zu sein. Solange voneinander verschiedene Perioden vor- 
liegen, wird die Energiekraft zwei Perioden haben und im all- 
gemeinen nur schwache hin- und hergehende Bewegungen der 
Kugel erzeugen. Nähern sich die Schwingungen dem Isochronismus, 
so wird die eine Periode der Energiekraft immer länger, und die 
hin- und hergehende Bewegung der Kugel wird mit immer gröfserer 
Schwingungsdauer verlaufen und Amplituden beliebiger Gröfse er- 
reichenkönnen. Tritt strenger Isochronismus ein, so erhält die mittlere 
Kraft unveränderliche Richtung und wird der Kugel eine bestimmte 
progressive Bewegung durch den Einfallsstrom erteilen. Im Falle des 
Synchronismus erhält diese Kraft ihren größten positiven oder nega- 
tiven Wert und wird durch die oben entwickelten Formeln dargestellt 
werden können, wenn man die eingehenden Aktionsmomente und 
Geschwindigkeiten als quadratische Mittelwerte auffafst Die pul- 
sierende Kugel wird dabei immer längs der Stromlinien des Ein- 
fallsstromes getrieben, so dafs sie sich während der Expansion 
gegen den Strom und während der Kontraktion mit dem Strom 
bewegt Die oscillierende Kugel wird dahin getrieben, wo die 
Oscillationen des Stromes die gröfste Komponente gegen die Oscilla- 
tionen der Kugel haben. Dabei setzen wir voraus, dafs die perma- 
nenten Oscillationen eine unveränderliche Richtung im Räume haben. 

Wenn die Kugel der hydrodynamischen Energiekraft nachgiebt, 
so wird sie eine energetische Geschwindigkeit erhalten, welche im 
Ausdruck des permanenten Aktionsmomentes ein neues Glied er- 
zeugen wird. Es entsteht also eine sekundäre, von der erzeugten 
progressiven Bewegung der Kugel abhängige Energiekraft. Dieselbe 

Bnauoro, Vorlesungen. I. 14 
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wird wieder die Form 130 (a) haben. Denken wir uns die Ge- 
schwindigkeit der progressiven Bewegung konstant, so werden die 
entsprechenden in 130 (a) eingehenden Komponenten F, G, H des 
Aktionsmomentes von der Zeit unabhängige Grölsen sein, während 
dagegen d af fy, d Y periodische Funktionen der Zeit bleiben, welche 
den Mittelwert Null haben. Die ganze sekundäre Energiekraft wird 
deshalb auch den Mittelwert Null erhalten, wie grofs auch die von 
der primären Energiekraft erzeugte progressive Geschwindigkeit sein 
mag. Da weiter die von der mittleren primären Energiekraft er- 
zeugte progressive Geschwindigkeit nur verschwindend kleine Ände- 
rungen im Verlaufe einer Periode der Flüssigkeitsschwingungen 
erleiden kann, wird die gestellte Bedingung von der Konstanz der 
Geschwindigkeit immer als sehr genau erfüllt betrachtet werden 
können. Nur wenn aus irgend einem Grunde die progressive Be- 
wegung rhythmisch wird, mit derselben Periode wie die Flüssigkeits- 
oscillationen, wird die sekundäre Energiekraft von Bedeutung 
werden können. Ein solcher Rhythmus tritt in der That ein, 
wenn die Kugel pulsierend ist (97). Da derselbe aber um eine viertel 
Phase gegen die Pulsationen der Kugel und die damit synchronen 
Oscillationen des Stromes verschoben ist, wird auch die auf 
diesem Bhythmus beruhende sekundäre Energiekraft den Mittelwert 
Null haben [vergl. 127 (e')] und für die progressive Bewegung der 
Kugel bedeutungslos sein. Die mittlere Energiekraft gegen pul- 
sierende oder oscillierende Kugel ist deshalb von jeder progressiven 
Bewegung derselben unabhängig. 



Achter Abschnitt 

Drehung der Kugel. 

138. Das Drehungsmoment, welohes ein volnm&nderndes Kugel- 
paar angreift. — Bei der obigen Diskussion des Einflusses der 
Energiekraft auf die Bewegung einer permanent oscillierenden 
Kugel im oscillierenden Flüssigkeitsstrome haben wir uns immer 
vorgestellt, dafs die Oscillationsachse eine im Baume feste Richtung 
habe. Wir werden jetzt direkt die Stabilität der Sichtung der 
Oscillationsachse untersuchen. 
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Als einleitende Untersuchung empfiehlt es sich, anstatt der 
oscillierenden Eugel selbst ein äquivalentes pulsierendes Kugelpaar 
zu betrachten. Es befinde sich ein solches in einem Parallelstrome. 
Die zur betrachteten Zeit kontrahierende Eugel soll ihren Mittel- 
punkt im Punkte a ,b , o haben. Sie wird von der Energiekraft 

(a) -XJ = äE, F e ° = ßE, Z* « ?E 

angegriffen. Die expandierende Kugel, welche ihr Centrum im 
Punkte a, b, e haben soll, wird von der entgegengesetzt gleichen 
Kraft angegrifiPen, welche die Komponenten 

(b) X € = -äE y T e = -$E, Z € fE 

hat Die beiden Kräfte werden ein Kräftepaar bilden; das Moment 
desselben wird gleich dem statischen Moment der Kraft (b) in Bezug 
auf den Punkt a , b , c , und hat also die Komponenten 

L - Z t {b - b ) - T t {e - e ) 

(c) M = X e (e - e ) - Z e (o - a ) 

N - F> - a ) - X t (b - b ) . 

Hier setzen wir die Werte (b) der Kraftkomponenten ein. Die Aus- 
drücke von L, M, N werden dann die Produkte des Volumänderungs- 
momentes E in die Strecken a — a , b — b , e — o enthalten. Er- 
innern wir uns an die Definition 26 (a^) des kinematischen Aktions- 
momentes des Kugelpaares, und an den Zusammenhang 118 (A) 
zwischen kinematischem und dynamischem Aktionsmoment, so sehen 
wir, dafs die genannten Produkte die Komponenten des dynamischen 
Aktionsmomentes F, Ö, B sind, und der Ausdruck des Drehungs- 
momentes wird 

L = -{fQ-ßS} 

(d) M = -{äff-fF) 

N = -\ßF-dQ\. 

Drückt man F, ö, S durch die Resultante S und die Richtungs- 
kosinusse, und ebenso &,ß } f durch die Resultante & und die Richtungs- 
kosinusse aus, so findet man als Ausdruck dieses Drehungsmomentes 

(e) d/Ssin^/S), 

14* 
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wenn (&,S) der Winkel zwischen der Achse des Kugelpaares und der 
Fortschreitungsrichtung des Parallelstromes ist Das Eugelpaar wird 
sich also in der Weise drehen, dafs dieser Winkel zunimmt, und 
das Gleichgewicht wird eintreten, wenn sein Aktionsmoment dem 
Parallelstrome entgegengesetzt gerichtet ist Das Drehungsmoment 
ist durch die Figur 35 a illustriert, für den Fall, dafs das Aktions- 
moment des Kugelpaares senkrecht zum Parallelstrome ist Dafs 
das Drehungsmoment, genau wie die jede Kugel angreifende Kraft, 
im Falle synchroner Schwingungen einen von Null verschiedenen 
Mittelwert haben wird, ist unmittelbar klar. Das mittlere Drehungs- 
moment wird durch die Formeln (d) dargestellt, wenn man F, G, S, 
ä, ß, y als quadratische Mittelwerte interpretiert 

Superponiert man dem Parallelfelde ein Deformationsfeld mit 
Feldcentrum im Mittelpunkte zwischen beiden Kugeln, so wird da- 
durch kein neuer Beitrag zu diesem Drehungsmomente gegeben, da 



m 





Fig. 35, a und b. Drehung eines pulsierenden Kugelpaarefl (a) oder 
einer oscillierenden Kugel (b) im oscillierenden rarall elstrome. 

dabei die- beiden volumändernden Kugeln durch gleiche und gleich- 
gerichtete Kräfte angegriffen werden (vergl. Figur 33 b). Ist weiter 
der Abstand zwischen den Kugeln hinlänglich klein, so kann man 
auch von dem eventuellen Einflüsse der höheren Deformationsfelder 
absehen, und (d) oder (e) als Ausdruck desjenigen Drehungsmomentes 
betrachten, welches ein infinitesimales volumänderndes Kügelpaar in 
einem beliebigen Strome erleidet 

139. Dia Möglichkeit der Drehung einer fortschreitenden Kugel. 
— Das Resultat, dafs das volumändernde Kugelpaar von dem 
oben bestimmten Drehung§momente angegriffen wird, enthält nichts 
Überraschendes. Will man aber aus der Analogie einer fortschreiten- 
den Kugel mit einem volumändernden Kugelpaar schließen, dafs 
auch die fortschreitende Kugel gedreht werden wird, so liegt der 
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Einwand nahe, dafs die hydrodynamische Druckkraft im Mittelpunkte 
der Kugel angreift, so dais kein Drehungsmoment und folglich auch 
keine Drehung zu stände kommen kann. 

Dazu ist zunächst zu bemerken, dafs auch die zwei pulsierenden 
Kugeln nicht selbst gedreht zu werden brauchen. Nur ihre Ver- 
bindungslinie wird notwendig infolge der Ortsveränderungen der 
Kugeln gedreht Sind sie aber starr miteinander verbunden, so mufs 
mit der Drehung der Verbindungslinie auch eine wirkliche Drehung 
der Kugeln eintreten. 

Eine wirkliche Drehung der fortschreitenden Kugel als primäre 
Erscheinung dürfen wir deshalb auch nicht erwarten. Wenn aber 
die Richtung der Geschwindigkeit (d, i, 4) der Kugel mit der Sichtung 
der hydrodynamischen Druckkraft nicht zusammenfällt, so wird diese 
Kraft eine Deviation der Fortschreitungsrichtung der Kugel zu er- 
zeugen suchen, und die Bahn der Kugel wird sich krümmen. Das 
Aktionsmoment der Kugel erleidet dann eine Richtungsveränderung, 
genau wie das Aktionsmoment des volumändernden Kugelpaares, 
ohne dafs noch die Kugel selbst sich zu drehen braucht Liegen 
synchrone Schwingungen vor mit ursprünglich geradlinigen Oscilla- 
tionen der Kugel um ein festes Oscillationscentrum, so wird eine 
immer fortgesetzte Krümmung der Bahn eine Drehung der Os- 
cillationsrichtung erzeugen, wobei der Mittelpunkt der Kugel die 
bekannte Bahn des FoucAui/r'schen Pendels durchläuft. Dieses 
wird genau der Drehung der Verbindungslinie des pulsierenden 
Kugelpaares ohne gleichzeitige Drehung der Kugeln selbst ent- 
sprechen. 

Ist jetzt die Kugel nicht mehr völlig frei, sondern so befestigt, 
dafs sie auf einer um das feste Oscillationscentrum drehbaren Stange 
gleitet, so wird sie keine krumme Bahn beschreiben können, ohne 
sich mit der Stange zu drehen. Die Drehung beruht dann darauf, 
dafs die Kugel nicht frei, sondern mit einem äufseren Systeme ver- 
bunden ist Ein innerer, in der Kugel verborgener Mechanismus 
wird aber dasselbe Resultat haben können. Denken wir uns, wie 
früher (43), die Kugel aus einer Kugelschale bestehend, welche mit 
einem schweren, inneren Kern in elastischer Verbindung steht, so 
dafs Kugelschale und Kern entgegengesetzt oscillieren können. Der 
Mittelpunkt der Kugelschale, welcher der Angriffspunkt der hydro- 
dynamischen Druckkraft ist, wird dann um den ruhenden Schwer- 
punkt oscillieren, so dafs die hydrodynamische Druckkraft ein Moment 
in Bezug auf den Schwerpunkt haben wird. Dieses Moment wird 
die Drehung veranlassen. 
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140. Inducierendea und energetisches Drehungsmomenk — Um 

die somit möglichen Drehungen zu studieren, richten wir unsere 
Aufmerksamkeit auf die Eugel in der Lage a,b,c, und bilden die 
Komponenten L, M, N des Drehungsmomentes der hydrodynamischen 
Druckkraft in Bezug auf den Punkt a , 6 , c , in dem sich der Mittel- 
punkt der Eugel einen Augenblick früher befand. Also: 

L = Z{b-b )-Y(c-c ) 

(a) M - X(c-^)-Z(a-aJ 

tf - Y(a-a )-X{b-b ). 

Wir betrachten nur den Fall von Schwingungen mit kleiner 
Amplitude, wobei die Kugel um die mittlere Lage a ,b , c oscilliert, 
während gleichzeitig der umgebende Strom eine oscülierende Be- 
wegung hat Wir können von Anfang an von dem Einflüsse der 
Energiekraft absehen, welche nach dem Satze 124 im Vergleiche zu 
der Induktionskraft verschwindend klein ist 

Wir setzen also in (a) die Ausdrücke 90 (b) der Komponenten 
der hydrodynamischen Induktionskraft ein. Die erste Komponente 
des Drehungsmomentes wird dann 

L - - q {(b-b )£ t (E{ld-i?))-{c-e )±(E{tb-i(l)))- 

Den Ausdruck rechts können wir umformen, indem wir eine totale 
Ableitung nach der Zeit ausscheiden. Wir bemerken dabei, dafs 
a o>b > °o von ^ er ^ e ** unabhängig sind, und finden leicht 

L - - q * t {E[(\6-l?)(b-b )-i±b-iß)(c-c )]} 

-$qE{fb-ß6). 

Die Komponenten M und N kann man durch cyklische Vertauschung 
bilden. 

Wir zerlegen jetzt dieses Drehungsmoment nach demselben 
Princip, nach welchem wir in 90 die hydrodynamische Druckkraft 
(X, T, Z) zerlegt haben, nämlich 

(b) M= M ( + M t 
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wo 

L * - -*r«{ 2f [^-*^»-».)-(i*-tA(«'-^)]} 

(c) M t = _ ? ^(^[(|d-*tf)( - 0o )-(id-l^)(a-a )]} 

und 

(d) Jf, = -|^(<*d-;>d) 

(L i9 M i9 jyj) werden wir das inducierende, (L e , Jf 4 , N^j das energe- 
tische Drehungsmoment nennen. 

Auf das inducierende und das energetische Drehungsmoment 
können wir dieselben Sätze unmittelbar anwenden, die wir in dem 
sechsten Abschnitte dieses Teiles für die inducierenden und die 
energetischen Kräfte aufgestellt haben. Das inducierende Drehungs- 
moment wird also im allgemeinen die gröfsere Intensität haben; es 
wird aber periodisch mit dem Mittelwerte Null sein. Folglich hat 
nur das energetische das Vermögen, Drehungen dauernder Natur 
zu erzeugen, so dafs wir uns nur mit diesem genauer zu beschäftigen 
brauchen. Dabei können wir entweder (L € , M 4 , iVJ seine primäre Be- 
deutung lassen, als Ausdruck des in der Zeit veränderlichen Drehungs- 
momentes, durch das die Bahn der oscillierenden Kugel gekrümmt^ 
oder die Kugel selbst gedreht wird, oder wir können den Fall 
synchroner Schwingungen voraussetzen, 4, b, 6, ä, ß, f als quadratische 
Mittelwerte interpretieren, und (L 6 , M e , N^j als das von der Zeit un- 
abhängige mittlere Drehungsmoment betrachten. 

141. Verschiedene Formen des energetischen Drehungsmomentes. 

— Man bemerkt leicht, dafs die Formeln 140 (d) des energetischen 
Drehungsmomentes auch in der Form 

(a) M 4 **'{(' -?)«-(*-*)?} 



216 DEUTER TEIL. ACHTER ABSCHNITT. 

geschrieben werden können. Führen wir hier nach 130 (b) das 
dynamische Aktionsmoment der Engel ein, so werden 

(b) M t = -{äS-ff) 

N € = ~{ßF-&G). 

Diese Formeln sind mit den Formeln 138 (d) identisch. Also: 

Die osdUierende Kugel und das äquivalente pulsierende Kugelpaar 
werden im osciüierenden Strome von demselben energetischen Drehungs- 
momente angegriffen. 

Wir können also ftr dieses Drehnngsmoment sofort den ein- 
fachen Ausdruck 

(c) d5sin(tf,5) 

aufstellen, wo wir unter (dyS) immer den zwischen S und a ein- 
geschlossenen konkaven Winkel verstehen, den wir gleichzeitig immer 
als positiv betrachten können. Das Vorzeichen ist dadurch gegeben, 
dafs das Drehungsmoment diesen Winkel zu vergröfsern sucht 

142. Permanentes und temporares Drehungsmoment — Das 

temporäre Aktionsmoment (F t , Q t ,B]j einer Kugel ist proportional der 
Geschwindigkeit (c&, ß, f) des Stromes. Die Substitution der Werte des 
temporären Aktionsmomentes 121 (f) in den Formeln 141 (b) des 
energetischen Drehungsmomentes giebt deshalb das Resultat 

i. - M t = N t - 0, 

wie man auch sofort daraus schliefen kann, dafs im Ausdrucke 141 (c) 
der Winkel (&,S t ) zwischen dem temporärem Aktionsmomente und 
der Geschwindigkeit im Felde identisch Null ist Also: 

Es wirkt kein energetisches Drehimgsmoment temporärer Natur auf 
die Kugel. 

Zerlegt man deshalb in den allgemeinen Formeln 141 (b) das 
aktuelle Aktionsmoment in das permanente und das temporäre Partial- 
moment, so scheidet sich ein temporäres Drehungsmoment aus, 
welches identisch Null ist Die Drehung der Kugel ist deshalb von 
dem Vorhandensein eines permanenten Aktionsmomentes abhängig 
und läfst sich durch dieses allein ausdrücken: 
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(a) 



h- 


-\yQ p -ßB p ) 


K- 


-\ ä ß p -fF p ) 


*.- 


-{ßv,-*Q,\ 



Der Formel (a) entsprechend erhalten wir weiter als Wert des 
Drehnngsmomentes 

(b) tfS^sinö, 

wo der zwischen permanentem Aktionsmoment und Geschwindig- 
keit & des Einfallsstromes eingeschlossene Winkel ist. Also: 

(A) Das energetische Drehungsmoment ist gleich dem Produkte des 
permanenten Aktionsmomentes in die Oeschtoindigkeü der Flüssigkeit, mulr 
tipUoiert mit dem Sinus des eingeschlossenen Winkels, und sucht diesen 
Winkel zu vergröfsern. 

Das Drehungsmoment wird in zwei Lagen Null, nämlich wenn 
der Winkel Null ist und die permanenten Oscillationen der Kugel 
mit dem Strome verlaufen, und wenn der Winkel gleich n ist, so 
dafs die Oscillationen der Eugel gegen den Strom gerichtet sind. 
Im ersten Falle herrscht labiles, im zweiten stabiles Gleichgewicht 
Das Drehungsmoment hat seinen gröfsten Wert, wenn die per- 
manenten Oscillationen der Kugel senkrecht zu den Stromlinien des 
Feldes gerichtet sind (Figur 35 b). Man bemerkt auch sofort, dafs 
die resultierende Drehung der Kugel immer einen Zuwachs, und 
zwar einen reellen Zuwachs der Konfliktgeschwindigkeit zur Folge 
hat Diese Geschwindigkeit hat in der labilen Gleichgewichtslage 
ihr Minimum und in der stabilen ihr Maximum. Man findet also 
unter Vergleich mit 131 (B): 

(B) Die Drehimg der Kugel erfolgt genau wie die translatorische 
Verschiebung derselben nach der Begel von dem virtuellen Zuwachse der 
Konfliktgeschwindigkeit. 

Schreiben wir schliefslich 

(c) W p = -d^cosö, 
so ist 

(d) *£f - d^sinö. 

Hier ist W p die schon früher [133 (e)] eingeführte Kr&ftefunktion der 
permanenten Energiekraft Also: 
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• 
(C) Das energetische Drehungsmoment läfst sich als eine partielle 

Ableitimg nach dem Drehungswinkü von derselben Kräftefunktion dar- 

steuern, deren Ableitungen längs den Koordinatenachsen die Komponenten 

der permanenten Energiekraft geben. 

143. Die Bewegung der oieillierenden Kugel in damit synchron 
osoillierendem Strome. — Wir sind jetzt im stände, unsere Resultate 
über die Bewegung der oscillierenden Kugel in damit synchron 
osoillierendem Strome zu vervollständigen. 

Wenn die Kugel nur temporäre Oscillationen besitzt, haben 
wir nichts Neues hinzuzufügen. Die Oscillationen werden dann 
immer in der Stromrichtung erfolgen, und die progressive Bewegung 
in der Richtung zunehmender oder abnehmender Energie. 

Besitzt dagegen die Kugel permanente Oscillationen, so werden 
diejenigen in 132 beschriebenen Bewegungen, wo die Oscillations- 
ricbtung der Kugel nicht mit derjenigen des Stromes zusammenfällt, 
immer von einer gleichzeitigen Drehung der Oscillationsrichtung der 
Kugel begleitet sein, sofern man nicht durch äufsere Verbindungen 
diese Drehung verhindert 

Oscilliert die Kugel gerade gegen den Strom, so befindet sie 
sich der Drehung gegenüber in stabiler Lage, und die erfolgenden 
Bewegungen der Kugel (Figur 34 a undc) in der Richtung zunehmender 
Stromintensität werden stabile Bewegungen. 

Oscilliert die Kugel mit dem Strome, so befindet sie sich der 
Drehung gegenüber in instabiler Lage. Die in den Figuren 84 b 
und d angegebene Bewegung der. Kugel in der Richtung abnehmender 
Stromintensität wird dann eine instabile. Denn durch die geringste 
Störung wird die Kugel aus der instabilen Lage zu der stabilen 
gedreht werden, um nachher in der Richtung zunehmender Strom- 
intensität sich zu bewegen. 

Hat deshalb eine Kugel selbständige Oscillationen, und ist sie 
frei, sich zu drehen und sich translatorisch zu bewegen, und sehen 
wir von dem unwahrscheinlichen Falle ab, dafs die instabile Be- 
wegung eintritt, so wird die Bewegung folgendermafsen verlaufen; 

Die Kugel wird sich drehen, bis ihre Oscillationen denjenigen des 
Stromes entgegengesetzt sind, und sich nachher translatorisch in der 
Richtung zunehmender Stromintensität bewegen. 
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Neunter Abschnitt. 

Darstellung der Energiekraft und des energetischen Drehungs» 
momentes durch Summen yon IJlementarkräften. 

144. Totale Druckkraft und elementare Druckkräfte. — Die 

inducierende und die energetische Druckkraft, welche im Mittelpunkt 
der Kugel angreifen, und deren Eigenschaften wir studiert haben, 
sind nicht die wirklich auftretenden Kräfte, sondern nur Bilder, mit 
deren Hilfe wir leichter gewisse Gesetze der Bewegung der Kugel 
beschreiben können, als bei der unmittelbaren Betrachtung der wirk- 
lich auf der Oberfläche der Kugel auftretenden Drucke. Anstatt 
des Bildes von einer einzigen im Mittelpunkte der Kugel angreifenden 
Kraft können wir mit gleichem Recht das Bild eines Systems von 
Elementarkräften benutzen, welche jedes Volumelement und jedes 
Flächenelement der Kugel angreifen. Dieses System von Elementar- 
kräften ist nicht eindeutig bestimmt durch die einzige Bedingung, 
dafs sie dieselbe Bewegung der Kugel erzeugen sollen wie die früher 
studierte, im Mittelpunkt der Kugel angreifende Kraft, sondern man 
kann mehrere Systeme von solchen Kräften angeben. Vollständig 
bestimmt würde die Aufgabe erst dann werden, wenn wir explicite 
die Kugel als ein elastisches oder flüssiges Kontinuum behandeln, 
den Druck in jedem Punkte des Innern derselben studieren und 
dadurch die Druckkräfte gegen die einzelnen Volumelemente be- 
stimmen. 

Zur Lösung der Aufgabe in dieser vollkommen bestimmten 
Form sind wir nicht vorbereitet Wir können aber leicht mehrere 
äquivalente Systeme von Elementarkräften angeben, welche die ver- 
langte Eigenschaft haben, die Kugel als ein Ganzes in derselben 
Weise zu bewegen, wie die oben studierten, im Mittelpunkte der 
Kugel angreifenden Kräfte. Das Hauptinteresse wird sich dabei auf 
die einfache Form der gefundenen Elementarkräfte und auf die ein- 
fachen Beziehungen derselben zu den Stromfeldern richten. 

Wir werden dabei nicht die Induktionskraft, sondern nur die 
Energiekraft und das energetische Drehungsmoment in Betracht 
ziehen. 

145. Die Energiekraft gegen die volumändernde und fort- 
schreitende Kugel im Parallelfelde. — Das im Ausdrucke der Energie- 
kraft gegen die volumändernde Kugel auftretende Volumänderungs- 
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moment Jß der Kugel haben wir in 104 (d) als die Summe aller 
kubischen Divergenzen l und aller Flächendivergenzen ü der Feld- 
intensität definiert, oder wie wir sagen können, als die Summe aller 
kubischen und flächenhaften Aktionsdichten. Also: 

(a) E = fsdr+ ftda. 

Ob wir in dem letzten Integral nur die von der Expansionsbewegung 
der Kugel abhängige Partialschicht mit der konstanten Dichte ö' be- 
rücksichtigen oder zugleich die von der möglichen Translations- 
bewegung der Kugel herrührende Partialschicht mit der Dichte l\ mit- 
nehmen, ist für den Wert von E gleichgültig (118). 

Setzen wir den Wert (a) des Volumänderungsmomentes in die 
Ausdrücke 129 (a) der Komponenten der Energiekraft gegen eine 
volumändernde Kugel ein, und beachten, dafs ä, ß, y Konstanten 
sind, so lassen sich die Ausdrücke dieser Kraftkomponenten in der 
Form 

X e = — \iü<Lt— I & äd<r 

(b) Y € = -feßdr - U$da 

Z t = — \lydx— \tiyda 

schreiben. Die Kraft (X e , Y e , ZJ wird also als eine Summe von Ele- 
mentarkräften dargestellt, welche jedes Volumelement und jedes 
Oberflächenelement der Kugel angreifen, und deren auf die Einheit 
des Volumens oder der Fläche bezogener Betrag die Komponenten 
— «cfc, — &ß, —ly beziehungsweise — tf ä, —#ß, — g'yhat Die 
Elementarkräfte sind also immer das negative Produkt der kubischen 
oder flächenhaften Aktionsdichten l oder t in die Geschwindigkeit 
des Einfallsstromes. 

146. Energiekraft gegen die fortschreitende Kugel im beliebigen 
Felde. — Wir betrachten jetzt die Kraft gegen die fortschreitende 
Kugel unveränderlichen Volumens. 

Die Komponenten F, Q, S des Aktionsmomentes sind die Pro- 
dukte der entsprechenden Aktionsintensitäten f, g, h in das Volumen E 
der Kugel (118). Da die Aktionsintensitäten im ganzen Volumen 
der Kugel konstant sind, lassen sich die Komponenten der Aktions- 
momente auch durch die Integrale 
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(a) F = ffdr, ö=fgdr, R =J 



hdr 



ausdrücken, wo die Integration über das ganze Volumen der Kugel 
auszudehnen ist 

Wegen der Eonstanz der Gröfsen ä aJ <fy, d Y läfst sich die 
erste Komponente 130 (a) der Energiekraft gegen die fortschreitende 
Kugel, nach Einführung der Werte (a) der Komponenten des Aktions- 
momentes, in der Form 

(b) X e = -f{d a f+d ß g + d r h^dr 

schreiben. d a , d ßy d 7 stellen die Werte derjenigen zweiten Ab- 
leitungen dar, welche das Potential des ursprünglichen Stromes im 
Punkt a, b, c hat (53). Sind tt, v, w die ersten Ableitungen des 
Potentials nach den Koordinaten, oder die Geschwindigkeitskom- 
ponenten des Stromes, so ist also 

Wenn wir aber anstatt dieser Konstanten die von Punkt zu Punkt 

<j «j <j 

veränderlichen -=r^ > --?- > jr~ in das Integral (b) einführen, so wird der 
Wert dieses Integrals dadurch nicht geändert Denn g- kann um 

den Punkt a, b, c als Entwickelungscentrum nach räumlichen Kugel- 
funktionen entwickelt werden, wobei d a das erste Entwickelungsglied, 
oder die räumliche Kugelfunktion der Ordnung Null wird. Da der 
Faktor f konstant ist, wird nach dem Satz 82 (c) nur dieses erste 
Glied im Integral (b) einen von Null verschiedenen Wert geben. Die 

gleiche Überlegung läfst sich in Bezug auf ~ und -^ anstellen. 

Die Kraftkomponente X 9 und die entsprechenden Komponenten Y % 
und Z e lassen sich also durch die Integrale 

du . _dt* . r du 



*.= -/!'£ +0*£}<* 



darstellen. 
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Die Energiekraft läfst sich also in diesem Falle durch Elementar- 
kräfte ausdrücken, welche alle Volumelemente der Kugel angreifen, 
und deren auf die Volumeinheit bezogener Betrag die Komponenten 

{' dx ' 9 dy dx) 

« -{'£+'!5+*e) 

hat, wo f, g,h die Komponenten der Aktionsintensität innerhalb der 
Kugel sind, und u, v, w die Geschwindigkeitskomponenten im ur- 
sprünglichen, von dem Vorhandensein der Kugel noch nicht gestörten 
Strom darstellen. 

147. Zweite Form der Energiekraft gegen die fortschreitende 
KugeL — In dem Integral 146 (b) können wir, da sämtliche Gröfsen 
unter dem Integralzeichen konstant sind, das Volumelement der 
Kugel in einer beliebigen der Formen 

(a) dx = (x'-a)^pdcr - (t/^b)^dtr = (z'-c)^pdcr 

schreiben. Benützen wir im ersten Glied die erste, im zweiten die 
zweite und im dritten die dritte dieser Formen, so läfst sich das 
Integral sofort als das folgende Oberflächenintegral schreiben 

(b) X € = - f{ da ( x '-a)J^ + ä ß W-b).g^ +dY ( x '- c ).h*Lrl}d<T. 
Wir bemerken, dafs 

*i - '—+**+*— 

die Dichte der Aktionsschicht auf die Oberfläche der Kugel dar- 
stellt (118). Das Integral wird seinen Wert unverändert beibehalten, 

wenn wir im ersten Glied f ~ a , im zweiten Glied g ^—f-y i m 
dritten h . durch ^ ersetzen. Denn die dadurch neu hinzu- 
gekommenen Glieder haben nicht die Form 83 (b), welche alle ron 
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Null verschiedenen Oberflächenintegrale haben müssen, g* scheidet 
sich dann als gemeinschaftlicher Faktor ans, und innerhalb der 
Parenthese bleibt 

u\ - ä a {x' - a)+ äß{y' - b) + ä Y (pf - e) 

stehen. Dies stellt die x- Komponente derjenigen Geschwindigkeit 
dar, welche das Deformationsfeld des Einfallsstromes im Punkt x,y,x 
hat, wenn das Potential dieses Stromes um den Punkt a, b, c als 
Feldcentrum entwickelt wird. Unter dem Integralzeichen tritt also 
einfach das Produkt € x . u\ auf, wo jeder Faktor eine Kugelflächen- 
funktion der Ordnung Eins ist Jetzt können wir aber sofort die 
dem Deformationsfelde angehörende Geschwindigkeit u\ durch die 
totale Geschwindigkeit u des Feldes ersetzen. Denn alle dadurch 
hinzugefügten Glieder sind Kugelflächenfunktionen von anderer als 
der ersten Ordnung, und werden nach Multiplikation mit ti x und 
Integration über die Kugelfläche das Sesultat Null geben. 

Wir können deshalb die x- Komponente der Kraft, und nach 
Symmetrie gleichzeitig die y- und ^-Komponenten in der Form 

*« f^u'da 

(c) F e f^v'da 



- -JV 



da 



schreiben. Hier wird die Kraft als eine Summe von Elementar- 
kräften dargestellt, welche nur auf der Oberflache der Eugel wirken, 
und welche dieselbe Form haben, wie die gegen die volumändernde 
Eugel im Parallelfelde wirkenden Kräfte. 

148. Gleichzeitig volumändernde und fortschreitende Kugel im 
beliebigen Felde. — Die Formeln 145 (b) bezogen sich auf die volum- 
ändernde Kugel im Parallelfelde. Die ^Komponente läfst sich auch 



X e = — ftüdr— f# Q äd(r 



schreiben, da wir berechtigt sind, die Dichte ti der wirklichen Schicht 
durch die konstante Dichte t 9 der auf der Volumänderung beruhenden 
Partialschicht zu ersetzen. 
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Wir denken uns jetzt, dafs das ursprüngliche Stromfeld nicht 
mehr ein Parallelfeld, sondern ein beliebiges Potentialfeld ist, welches 
um den Punkt a, b, c als Feldcentrum entwickelt das Parallelfeld 
(ö, ßj j) enthält. Ersetzen wir nun in dem obigen Integral d durch u, 
so werden die Integrale keine Wertveränderung erleiden. Denn im 
kubischen Integral werden die neuen Glieder nur Integrale von 
räumlichen Kugelfiinktionen, im Flächenintegral Integrale von Kugel- 
flächenfunktionen höherer Ordnungen als der Nullten geben, welche 
nach den Sätzen 82(6) und (C) verschwinden müssen. X e wird 
deshalb auch 

X e =z — i&udx — \^u f da 

geschrieben werden können. 

Ist nun die Kugel in diesem Strome zugleich translatorisch be- 
wegt, so wirkt die Kraft 147 (a). Da ^ + ti x = tf, ergiebt sich durch 
Addition für die a> Komponente, und nach Symmetrie für die y- 
und ^-Komponenten: 

X € == — ftudr — ffu'dtr 
(a) Y t = - Csvdr - [ev'da 

Z e = — \lwdx— \ &w da . 

Die hier auftretenden Elementarkräfte wirken teils im Innern der 
Kugel, und ihr auf die Volumeinheit bezogener Betrag hat die 
Komponenten — &u, — 8v, —iw* Teils wirken sie auf der Ober- 
fläche der Kugel und haben einen auf die Flächeneinheit bezogenen 
Betrag, welcher durch die Komponenten — # u% — sV, — & w' 
gegeben ist 

149. Ente Integralform des energetischen Drehungsmomentes. 
— Da ä, ß, y von den Koordinaten x, y, % unabhängige Gröfsen 
sind, so können wir die Komponenten 141 (b) des Drehungsmomentes 
unmittelbar als Volumintegrale schreiben, wenn wir F, Ö, H durch 
die Integrale 146 (a) ausdrücken. Die erste Komponente wird dann 

h = ~f{g?-hß)dr. 

Wegen des Satzes 82 (C) können wir jetzt die von den Koordinaten 
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unabhängigen Geschwindigkeitskomponenten d, ß, y, welche der 
Einfallsstrom im Punkte x = a, y =*b f z=* e hat, durch die von 
Punkt zu Punkt veränderlichen Geschwindigkeitskomponenten u, v, w 
dieses Stromes ersetzen. Wir können deshalb L e und nach Sym- 
metrie gleichzeitig M e und N t auch in der Form 

(a) M e = - flhu-fw\dr 

N 6 = -J{f v -gu}dr 

schreiben. Das Drehungsmoment tritt hier als eine Summe Ton 
elementaren, jedes Volumelement angreifenden Drehungsmomenten 
auf, deren Betrag pro Volumeinheit die Komponenten 

hat 

150. Zweite Integralform des energetischen Drehungsmomentes. 

— Benutzt man die zweite und dritte Form 147 (a) des Volum- 
elementes dx y so läfet sich der erste der obigen Ausdrücke für L 9 
als das Flächenintegral 

schreiben. Genau wie in dem Integral 147 fb) können wir hier 
g " und h . - durch s', ersetzen, wodurch die Integralform 

entsteht. 

^ f und i x ß sind Elementarkräfte derselben Natur, wie die, 
welche wir früher zur Darstellung der translatorisch bewegenden 
Kraft benutzt haben, und der gesamte Ausdruck unter dem Integral- 
zeichen stellt das Moment einer solchen Elementarkraft in Bezug 
auf eine zur a> Achse parallele Achse durch das Centrum o, b, c der 
Kugel dar. Untersuchen wir jetzt, inwieweit wir im allgemeinsten 
Falle das Drehungsmoment als die Summe der elementaren Momente 

B jmmjim , Vorlesungen. I. 16 
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aller kubischen und flächenhaften Aktionsdichten i und t darstellen 
können. 

Ist die Kugel volumändernd, so mufs die auf der Kugelfläche 
konstante Aktionsdichte ^ zu ^ hinzugefügt werden. Offenbar wird 
dadurch der Wert des Integrals nicht geändert, da die mit einer 
Konstanten multiplicierten Kugelflächenfunktionen y' — b und xf — c 
das Flächenintegral Null haben. Da gleichzeitig die entsprechen- 
den räumlichen Kugelfunktionen y — b und % — c innerhalb des 
Kugelvolumens das Integral Null haben, können wir unter dem 
Integralzeichen die Momente derjenigen Elementarkräfte ly und &ß 
hinzufügen, welche nach diesen Vorstellungen im Innern der Kugel 
angreifen. L t kann also auch 

(a) L e - - Jj^^-^-^^-^jdT-Jj^^-^-^^-c))^^ 

geschrieben werden, wo jetzt sämtliche Aktionsdichten mitgenom- 
men sind. 

Jetzt denken wir uns die Konstanten ä, ß> f, welche die 
Geschwindigkeit des ursprünglichen Stromes im Punkte a, b, c dar- 
stellen, durch die von Punkt zu Punkt veränderlichen Geschwindig- 
keitskomponenten u, v, w ersetzt Sind diese Gröfsen nach räum- 
lichen Kugelfunktionen in der Umgebung von a, b, c entwickelt, so 
wird L e dasjenige Integral sein, welches die konstanten Glieder dieser 
Entwickelung enthält Das Glied n*" Ordnung wird ein Integral 

veranlassen, wo v n und w n räumliche Kugelfunktionen der Ordnung n, 
und v' n und w n die entsprechenden Kugelflächenfunktionen sind. 
Infolge der Identität 86 (g) können wir jetzt 



w. 






schreiben, und hieraus ergiebt sich unter Beachtung der Relation 
6(a), welche die potentielle Natur der Bewegung ausdrückt: 

+M d y V»+i W *J d% l r 2«+i v n) j ' 



„2n+3 



V> u {jl-b)-V n {z-c) - ~Z 



(2n + l)d 21 
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Die Glieder rechts sind Produkte räumlicher Kugelfunktionen der 
Ordnung n + 1 in eine Potenz des Radiusvektor r. Im kubischen 
Integrale sollen diese Funktionen mit einer Eonstante * multipliciert 
und innerhalb des Kugelvolumens integriert werden, was nach dem 
Satze 82 (C) das Resultat Null geben mufs, solange nicht n + 1 =* 0, 
was nicht eintreffen kann, da n positiv ist. Nach der Substitution 
r == d, x = x , y = t/, % = z' erhält man rechts in (b) eine Summe von 
zwei Kugelflächenfunktionen der Ordnung n + 1. Im Flächenintegrale 
sollen sie mit ^, also der Summe einer Kugelflächenfunktion nullter 
und einer solchen erster Ordnung, multipliciert werden. Wenn 
n = 0, enthält (b) Kugelflächenfunktionen der Ordnung 1, und dies 
giebt das Integral (a). Höhere Werte von n kommen dagegen nicht 
in Betracht Das Integral (a) wird folglich seinen Wert unverändert 
beibehalten, wenn wir ä, ß, f durch u, v 9 w ersetzen. 

Die Komponenten des Drehungsmomentes lassen sich deshalb 
in der folgenden Form schreiben: 

L € = - r{ft0(y_fc)-*t;(3-c))rfr- f{sV(^-5)--sV(*' -e)}rfcr 
'I' \f" X (c) JT,- -fUu{x-c)-iw(x-a)UT-fUu'{z'-e)-fwXx'-a)\d<T 

N t = - fltv{x-a)-tu(y--b)\dT-- fUv'{x , -a)-#u'{if'--b)\d(T. 
Hier stellen die Gröfsen 

-{*tt>(y -&)-**> (*-*)} -{rf«f(^-&)--*V(tf--ö)} 

(d) - Uu(% - e) - lw[x -a)} - |gV(*' - c) - sV(s'- a)\ 

-|*t>(x - a) - tu{y - fc)l - {tv'{x' - a) - *V(y' - &)} 

elementare Drehungsmomente in Bezug auf Achsen durch den Mittel- 
punkt der Kugel dar, und zwar sind es die Momente von eben den 
Kräften (— tu, — Bv, — Ew\ (— «V, — sV, — tiio), durch welche 
wir oben ( 148), die Resultantkraft gegen die Kugel dargestellt haben. 

151. Diskussion der Elementarkrafte. — Die unbestimmte Natur 
der Aufgabe, welche wir hier behandelt haben, hat sich auch in 
den erhaltenen Lösungen gezeigt Denn für den Fall der fort- 
schreitenden Kugel haben wir zwei äquivalente Integralausdrücke 

15* 
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für die translatorisch bewegende Kraft» und zwei äquivalente Integral- 
aasdrücke für das Drehungsmoment gefunden. Für die innere Mechanik 
der studierten Vorgänge sind deshalb die gefundenen Resultate be- 
deutungslos, und ihre Bedeutung Hegt vorläufig nur in der einfachen 
und einheitlichen Form, auf die sie die Ausdrücke der Kräfte und 
der Drehungsmomente zu bringen gestatten. 

Zu bemerken ist vor allem, dafs die in diesen Kraftausdrücken 
auftretenden Aktionsintensitäten f, g, h, und Aktionsdichten « und ti 
dieselben Grö&en sind, durch welche man das Potential des Feld- 
intensitätsfeldes ausdrücken kann [vergl. 102(b), 103 (d), 105 (d), 113(d)]. 

Von den beiden Integralformen der Kraft und des Drehungs- 
momentes hat diejenige, die die Aktionsdichten * und i enthält, in- 
sofern einen formellen Vorzug, als sie allgemein verwendbar ist, sei 
es, dafs die Kugel volumändernde oder fortschreitende Bewegung hat 
Die elementaren Kräfte haben dann die Komponenten — Su, —St?, — Bw 
und — gV, — sV, —tiw' y und das Resultat läfst sich folgendermafsen 
formulieren: 

Die auf eine unter Volumänderung fortschreitende Kugel wirkende 
Energiekraft, beziehungsweise das energetische Drehungsmoment ist die 
Resultante, beziehungsweise das resultierende Drehungsmoment eines 
Systems von elementaren Kräften, welche man sich als die einzelnen 
Volumelemente und Oberflächenelemente der Kugel angreifend vorstellen 
kann, und deren Betrag pro Volum- oder Flächeneinheit das negativ ge- 
nommene Produkt der vorhandenen Aktionsdichte in die Geschwindigkeit 
des MnfaUsstromes ist 

Erinnern wir uns an die Eigenschaften der Aktionsdichten l 
und ti, so sehen wir sofort, dafs die gefundenen Elementarkräfte 
sehr verschieden verteilt sind, je nach den verschiedenen relativen 
Dichten von Kugel und Flüssigkeit Ein Grenzfall ist besonders 
bemerkenswert Ist die Dichte der Kugel gleich Null, so reducieren 
sich die Elementarkräfte innerhalb der Kugel ebenfalls auf Null 
Die Kraft und das Drehungsmoment werden dann ausschliefslich 
durch Oberflächenintegrale ausgedrückt 



Vierter Teil. 

Hydrodynamische Fernkr&fte. 



Erster Abschnitt 

Ursprung und erste Entwiekelung der BJerknes'sehen 

Arbeiten. 

152. Übergang zur Mechanik des vollständigen Kngelsyrtems. — 

Im zweiten, kinematischen Teile unserer Untersuchungen haben wir 
die Bewegung der Flüssigkeit bei gegebener Bewegung eines Systems 
von Kugeln untersucht, und im dritten haben wir ausführlich die 
dynamische Wechselwirkung einer Eugel und der umgebenden Flüssig- 
keit diskutiert Die Elemente für die dynamische Diskussion der 
Bewegung des gesamten Kugelsystems sind dadurch gegeben, voraus- 
gesetzt, dafs wir uns auf solche Fälle beschränken, wo die gefundenen 
Ausdrücke für die hydrodynamische Druckkraft eine befriedigende 
Annäherung geben, was in jedem einzelnen Falle durch Anwendung 
des aufgestellten Kriteriums entschieden werden kann. Die Be- 
schränkung wird im allgemeinen darin bestehen, dafs der Abstand 
unter den Kugeln grofs im Vergleiche zu den Radien sein mufs. 
Wenn diese Bedingung erfüllt ist, sind wir im stände, die Ein- 
flüsse oder die scheinbaren Fernkräfte zu studieren, welche die Kugeln 
unter Vermittelung der Flüssigkeit aufeinander ausüben. 

Die Untersuchung dieser scheinbaren Fernkräfte hydrodyna- 
mischen Ursprunges war unser Hauptziel Die Eigenschaften der- 
selben werden wir im folgenden in systematischer Reihenfolge be- 
handeln. Da aber diese Reihenfolge in den grofsen Zügen mit 
4er historischen Reihenfolge in der Entwickelung dieser Unter- 
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suchungen zusammenfällt, werden wir die Gelegenheit benutzen, einige 
historische Erläuterungen über die Entstehung und Entwickelung 
der leitenden Ideen einzufügen. 

153. Bewegung einer Kugel unveränderlichen Volumeni in ur- 
sprünglich ruhender Flüssigkeit — Um den ersten Ursprung der 
BjEBKNEs'schen Untersuchungen zu zeigen, kehren wir noch einmal 
zu dem einfachen Falle zurück, dafs sich eine Kugel unveränder- 
lichen Volumens in einer ursprünglich ruhenden Flüssigkeit bewegt, 
um die dabei erhaltenen Resultate von einer neuen Seite zu be- 
trachten. 

Die ganze hydrodynamische Druckkraft reduciert sich in diesem 
Falle auf die selbstinducierende Kraft in der einfachen Form 96 (b"). 
Führen wir die verdrängte Flüssigkeitsmasse 

(a) m = qE 
ein, so wird der Ausdruck dieser Kraft 

X. = — -$• m ä 

(b) Y t - -im* 

Z. = — \mü. 

Die Bewegung der Kugel wird dann nach den folgenden Gleichungen 
verlaufen: 

Mä = -^-wä + S 

(c) Ml = _.|. W & + D 

Mö = - \mö + 8, 

wenn X, f), 3 die Komponenten einer fremden, im Mittelpunkte der 
Kugel angreifenden Kraft nicht hydrodynamischen Ursprungs sind. 
Diese Gleichungen lassen sich in die Form 

{M + \m)ä = X 

(d) {M + \m)h - D 

{M+\m)ö - 3 

umschreiben, und haben dann dieselbe Gestalt wie die Bewegungs- 



URSPRUNG DER BJERKNES'SCHEN ARBEITEN. 231 

gleichungen einer Engel, welche sich im leeren Räume bewegt, und 
die Masse M+ \m hat Wir finden also das folgende Resultat: 

Die Bewegung einer Kugel in einer ursprünglich ruhenden inkom- 
pressiblen und reibungslosen Flüssigkeit wird genau so verlaufen, wie 
die Bewegung derselben Kugel im leeren Baume, wenn die Masse der 
Kugel um die halbe Masse des verdrängten Flüssigkeitsvolumens ver- 
gröfsert wird 

Ein besonders wichtiger Specialfall hiervon ist in dem folgenden 
Satze enthalten: 

Wenn sich die Kugel mit konstanter Geschwindigkeit durch die 
Flüssigkeit bewegt, wird sie keinen Widerstand erleiden. Sie wird sich 
genau so bewegen, wie eine Kugel im leeren Baume nach dem Träg- 
heitsgesetze. 

154. Dirichlet's Arbeiten. — Die Lösung dieses Problems von 
der Bewegung einer Kugel in einer Flüssigkeit hatte Lejeüne- 
Dibiohlet, selbst mit den älteren Resultaten englischer Forscher 
unbekannt 1 , im Jahre 1852 publiciert* Doch hatte er das Resultat 
nicht in der oben gewählten Formulierung gegeben, denn anstatt 
der Vorstellung von einer scheinbaren Vergrößerung der trägen 
Masse der Engel hatte er die Vorstellung von einer scheinbaren 
Verminderung der beschleunigenden Kraft benutzt 

In seinen Vorlesungen im Wintersemester 1855 — 56 an der 
Universität Göttingen: „Integration partieller Differentialgleichungen, 
und deren Anwendung auf physikalische und hydrodynamische Pro- 
bleme", trug er die Lösung des nahe verwandten Problems von einer 
ruhenden Kugel in einem Strome yor, und forderte seine Schüler 
auf, das mathematisch schwierigere Problem von der Bewegung des 
Ellipsoids anzugreifen. 

Von Diriohlet'8 Schülern löste Sohebing dieses Problem, und 
C. A. Bjerknes verallgemeinerte Schering's Lösung für den Fall, 



1 Queen, Researches on the Vibrations of Pendulums in Fluid Media. 
Transactions of the Royal Society of Edinburgh. Vol. 18. Read December 
1S88. Mathematical Papers p. 815. Stokbs, On some cases of fluid motion, 
TransactionB of the Cambridge Philosophical Society. Vol. VIII, p. 105. Read 
May 1848. Mathematical and Physical Papers. Vol. I, p. 17. 

* Lejeuve-Dirichlbt, Ober die Bewegung eines festen Körpers in einem 
inkompressiblen flüssigen Medium. Bericht über die Verhandlangen der Königl. 
Preufsischen Akademie der Wissenschaften von 1852, S. 12. Werke Bd. II, 
S. 115. 



232 VIERTER TEIL. ERSTER ABSCHNITT. 

dafs die Bewegung in einem Baume mit ^Dimensionen vor sich 
ginge. Doch erst viel später, nachdem Clebsch seine Lösung des 
Ellipsoidproblems schon längst publiciert hatte 1 , wurden diese 
Resultate, in Verbindung mit weiteren Untersuchungen in dieser 
Richtung, von Bjebknes publiciert* 

Dieichlet regte also seine Schüler zur Fortsetzung der Arbeit 
in mathematischer Richtung an. Ob er selbst mit seinen Unter- 
suchungen physikalische Ziele verfolgt hat, darüber hat er sich nicht 
ausgesprochen. Wenn dies aber der Fall gewesen ist, so dürfte die 
zunächstliegende Vermutung die sein, dafs er die wichtige praktische 
Frage von den Gesetzen des Flüssigkeitswiderstandes, und eine 
mögliche, theoretische Ableitung des NEWTON'schen empirischen Ge- 
setzes von der Proportionalität des Widerstandes mit dem Quadrat 
der Geschwindigkeit im Auge gehabt habe. Hat er aber dieses 
Ziel verfolgt, so mufs das beim ersten Anblick so überraschende 
Resultat von der widerstandslosen Bewegung der Eugel jedenfalls 
eine Enttäuschung gewesen sein. 

155. Ursprung der Bjerknes'sohen Arbeiten. — Wie erwähnt, 
nahm Bjebknes während seines Studienaufenthaltes in Göttingen an 
den von Dibichlet veranlafsten mathematischen Arbeiten Teil. Aber 
gleichzeitig war doch bei ihm der Plan zur Fortsetzung dieser Arbeiten 
nach einer anderen Richtung hin entstanden. 

Die Fernwirkungslehre stand um diese Zeit in ihrer höchsten 
Blüte, und eben von Göttingen war die letzte glänzende Leistung 
dieser Lehre, das WEBEB'sche Gesetz, wenige Jahre vorher aus- 
gegangen. Als Fremder war aber Bjebknes von der Denkweise der 
Göttinger Gelehrten weniger beeinflufst, und aufserdem war er schon 
frühe gegen die herrschende Fernwirkungslehre oppositionell gestimmt 
worden. Durch einen Zufall war ihm nämlich eine dänische Aus- 
gabe von Ettleb's Briefen an eine deutsche Prinzessin 8 in die Hände 



1 Clebsch, Cbblle's Journal für reine und angewandte Mathematik. 
Bd. 52, S. 103; Bd. 52, S. 287. 1856—57. 

* C. A. BjSBXinfl, Geschichtliche Notizen über das DniOHLET'sche Kugel- 
und Ellipsoidproblem, Göttinger Nachrichten, 9. Juli 1878; Verallgemeinerung 
des Problems von dem ruhenden Ellipsoid in einer bewegten unendlichen 
Flüssigkeit, Gott. Nachr., 9. Juli 1878; Verallgemeinerung des Problems von 
den Bewegungen, welche in einer ruhenden anelastischen Flüssigkeit die Be- 
wegung eines Ellipsoids hervorbringt Erster Aufsatz, Gott. Nachr., 17. De- 
zember 1878. Zweiter Aufsatz, Gott. Nachr., 8. Juni 1874. 

8 Kopenhagen 1792. 
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gekommen, und das Lesen der Polemik, welche der grofse Forscher 
hier gegen die damals gerade zur Herrschaft gelangte Lehre von 
den Fernwirkungen führt, hatte auf ihn einen tiefen Eindruck 
gemacht 

Jetzt schien ihm das DntiOHLET'sche Resultat von der wider- 
standslosen Bewegung der Kugel eben für Fragen dieser Art von 
der gröfsten Bedeutung zu sein. 

Sind die Fernkräfte der Natur nur scheinbare Fernkräfte, so 
mufs man die Existenz eines raumerfüllenden Mediums annehmen, 
welches die Wirkungen fortpflanzen kann. Gegen die Annahme 
eines solchen Mediums würde man aber sofort im Anschlüsse an 
unsere alltäglichen Erfahrungen über Flüssigkeitswiderstand ein- 
wenden können, dafs das Medium gegen die Bewegung der ponde- 
rablen Körper Widerstand leisten müiste, mit dem Erfolge, dafs 
zuletzt jede Bewegung aufhören würde. Newton hatte besonders auch 
diese Frage im Auge, als er die Gesetze des Flüssigkeitswiderstandes 
untersuchte und das Resultat von dem dem Quadrate der Ge- 
schwindigkeit proportionalen Widerstände fand. Mit offenbarer Rück- 
sicht auf die Kartesische Wirbeltheorie zieht er, allerdings mit 
einigem Vorbehalt, den Schlufs, dafs die Himmelsräume von jeder 
körperlichen Flüssigkeit frei sein müssen. 1 Für die Stellung, welche 
er selbst und noch mehr seine Nachfolger zur Undulationstheorie 
des Lichtes einnahmen, ist eben diese Frage von dem Flüssigkeits- 
widerstande von bedeutendem Einflufs gewesen. 

Jetzt führte aber Djsiohlet's Untersuchung zu dem unerwarteten 
Resultate, dafs, welche mechanische Ursache der Flüssigkeits- 
widerstand auch haben mag, das Auftreten eines solchen Widerstandes 
nicht eine Naturnotwendigkeit ist: Das Trägheitsprinzip kann mit 

derselben Genauigkeit erfüllt bleiben, sei es, dafs der Raum leer 

__ ** 

oder mit einem Medium erfüllt ist Durch Überlegungen dieser 
Natur geleitet, fafste Bjekknes den Plan zur Fortsetzung der 
DimoHLET'schen Untersuchungen in einer anderen Richtung als in 
der von dem Meister selbst angegebenen: das Ziel sollte nicht 
mehr ein mathematisches, sondern ein physikalisches und natur- 
philosophisches sein. 

156. Stellung der Aufgabe von der Bewegung eines Systems 
von Kugeln mit veränderlichem Volumen. — Wenn das Medium vor- 
handen sein kann, ohne dafe ein Widerspruch mit dem ersten Prin- 



1 Principia, Schlufebetrsehtangen des siebenten Abschnittes des zweiten 
Buches. 
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zipe der Mechanik entsteht, so liegt die Frage nahe, ob nicht auch 
das Medium eine mehr aktive Rolle spielen und möglicherweise die 
Wirkungen veranlassen oder fortpflanzen könne, welche wir als Fern- 
wirkungen beobachten. Wenn nicht nur eine Kugel, sondern mehrere 
Kugeln sich in der Flüssigkeit bewegen, schliefst man schon nach 
dynamischem Gefühl, dafs sie ihre Bewegungen gegenseitig beein- 
Aussen müssen. Üben sie aber einen solchen Einflufs aus, so mufs 
ein Beobachter, welcher die Flüssigkeit nicht sieht, scheinbare Fern- 
wirkungen unter denselben wahrzunehmen glauben. 

Die Eigenschaften dieser scheinbaren Fernkräfte mufsten aber 
jetzt, nachdem Dibighlet die Möglichkeit solcher Untersuchungen 
bewiesen hatte, zum Gegenstande exakter Forschungen gemacht 
werden können: Man brauchte zu diesem Zwecke nur das Problem 
von der Bewegung mehrerer Kugeln in der Flüssigkeit zu lösen. 
Dabei trat für Bjebknes besonders ein Gedanke in den Vorder- 
grund: Wird ein Beobachter, welcher die Kugeln, nicht aber die 
Flüssigkeit sieht, finden, dafs aufser dem Trägheitsprinzipe auch die 
anderen Prinzipien unserer gewöhnlichen Mechanik erfüllten sind? 
Das heilst: werden die zwischen den Kugeln wirkenden scheinbaren 
Femkräfte diejenigen Eigenschaften besitzen, welche wir nach den 
NswTON'schen Axiomen der Mechanik den Fernkräften beizulegen 
pflegen? 

Neben dieser allgemeinen Frage mufste sich auch eine Frage 
speciellerer Natur aufdrängen: Wird es möglich sein, unter den 
hydrodynamischen Fernkräften solche aufzufinden, die den einzelnen 
Fernkräften der Natur ähnlich sind? Von selbst tritt dabei der 
Gedanke an die Schwerkraft und im allgemeinen an die nach dem 
Newton' sehen Gesetze im umgekehrten Verhältnisse des Quadrates 
des Abstandes wirkenden Kräfte in den Vordergrund. Zu solchen 
Kräften hoffte Bjebknes besonders zu gelangen durch eine Ver- 
allgemeinerung des Problems, wonach die einzelnen Kugeln des 
Kugelsystems nicht nur translatorische, sondern auch vol um- 
ändernde Bewegungen haben sollten. 

Die Lösung der somit definierten Aufgabe wurde nicht unmittel- 
bar in Angriff genommen. Teils äufsere Umstände, teils die Be- 
schäftigung mit ihm näher liegenden Aufgaben mathematischer Natur 
traten dazwischen. Erst 1863 wurde der Anfang gemacht durch 
die Lösung der Aufgabe von der Bewegung einer einzigen Kugel 
veränderlichen Volumens in der Flüssigkeit (vergl. S.53). Die Arbeiten 
wurden aber wieder während fünf Jahren durch Krankheit fast ganz 
unterbrochen, so dafs er erst im Jahre 1868 im Besitze einer hm- 
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länglich allgemeinen Lösung des gestellten Problems war, um die 
erste Diskussion der allgemeinen Eigenschaften der hydrodynamischen 
Fernkräfte vorzunehmen 1 , eine Diskussion, zu welcher wir jetzt in 
unserer Darstellung übergehen. 



Zweiter Abschnitt. 

Klassifikation der Im Kugelsystem wirkenden Kräfte. 

157. Lokale Kraft und scheinbare Fernkraft. — Die früher 
benutzte Zerlegung der hydrodynamischen Druckkraft in inducierende 
Kraft und energetische Kraft wird nicht mehr die fundamentale 
Zerlegung sein, wenn wir zu der Untersuchung der Bewegung des 
vollständigen Kugelsystems mit besonderer Bücksicht auf die dort 
auftretenden scheinbaren Fernkräfte übergehen. Die Zerlegung der 
Induktionskraft in die selbstinducierende und die fremdinducierende 
Partialkraft bleibt aber eine fundamentale. Die selbstinducierende 
Kraft wird also für sich ausgeschieden werden, während die fremd- 
inducierenden und die energetischen Kräfte zusammen eine zweite 
Gruppe ausmachen werden. 

Denn die selbstinducierende Kraft hängt nur von solchen Para- 
metern ab, welche für die Eigenbewegung der Kugel charakteristisch 
sind. Die Bewegung des äufseren Stromes, und somit das Vorhandensein 
und die Bewegung der entfernten Kugeln haben aber keinen Einflufs 
auf den Wert dieser Kraft. Sie bleibt also eine rein lokale Kraft, 
welche von der Bewegung der einen betrachteten Kugel in Ver- 
bindung mit dem Vorhandensein der Flüssigkeit abhängt 

Im Ausdrucke der fremdinducierenden Kraft, ebenso wie in 
sämtlichen Gliedern der Energiekraft, treten dagegen aufser den für 
die Kugel und ihre Bewegung charakteristischen Parametern zu- 
gleich solche Parameter auf, welche von der Bewegung im Einfalls- 
strome abhängen. Dieser Einfallsstrom besteht aber nur infolge des 
Vorhandenseins und der Bewegung der anderen Kugeln. Diese Kräfte 



1 -C. A. Bjbbknes: Om den samtidige Bevsegelse af kugleformige Legemer 
i et inkompressibelt Fluidum. Forhandlinger ved de skandinaviske Natur- 
forskeres 10 d * Mode i Christiania, vorgelegt 8. Juli 1868. 
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würden wegfallen, wenn man die anderen Kugeln entfernte, und 
wieder auftreten, wenn diese Eugel wieder in die Flüssigkeit ein- 
gebracht würden. Ein Beobachter, welcher diese Erscheinung wahr- 
genommen hätte, und nichts von dem Vorhandensein der Flüssigkeit 
wüfste, würde glauben, Wirkungen in die Ferne zwischen den 
Kugeln gesehen zu haben; alle diese Kräfte sind deshalb als 
scheinbare Fernkräfte zu bezeichnen. 

Diesen Überlegungen gemäfs nehmen wir die folgende, neue 
Teilung der hydrodynamischen Druckkraft 87 (a) vor: 

X - X t + X f 

(a) Y - Y l+ Y f 

z - z x + z n 

wo X v Y v Z % die Komponenten der lokalen Kraft, 

(b) T, - -\q±(Eb) 

und X ff Y f , Z f die Komponenten der scheinbaren Fernkräfte, 



Z f - \q±(Ey) - qf £-q[f a fi + f ß Ö + y y ä] 



sind. 



158. Inducierende Fernkraft und energetische Ferakraft — 
Die scheinbare Fernkraft besteht aus zwei Partialkräften mit weit 
verschiedenen Eigenschaften, der inducierenden und der energetischen 
Fernkraft. Wie früher wird es sich empfehlen, diese PartiaUeräfte 
getrennt zu diskutieren. Wir zerlegen also 
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x f = x ti + x e 
W Y f - Tft+r. 

Zf = z fi + Z d , 

wo 

0») r„ - * *£,(*/*) 

und 

(c) r. - -g^*-*{&#+Atf + A*} 

159. Grenze der Verwendbarkeit der Kraftfonneln. — Wenn 
wir mit Hilfe dieser Formeln diejenigen Fernkräfte berechnen wollen, 
welche eine bestimmte Kugel g des Kugelsystems von Seiten der 
n — 1 übrigen Kugeln erleidet, müssen wir den Gröfsen cfc, ß, y, 
ä a , dß, dy . . . diejenigen Werte geben, die sie in dem von den n — 1 
übrigen Kugeln herrührenden Einfallsstrom in der Umgebung der 
Kugel g haben. Das Potential dieses Einfallsstromes, welches wir 
in 76 durch <p Y bezeichnet haben, können wir durch die Methode 
der successiven Approximation berechnen. Zu bemerken ist aber 
dabei, dafs schon die Kraftformeln nur angenähert richtig sind, und 
es wird deshalb keinen Zweck haben, wenn man die Berechnung 
von (p Y , oder der Koefficienten d } ß, y, d a , ... desselben über eine 
gewisse Grenze hinaus fortsetzte, welche wir jetzt bestimmen wollen. 

Als Grundlage der Diskussion nehmen wir dann die Voraus- 
setzung, dafs die Verhältniezahlen 

(a) ±, * 

der Radien d und d^ zweier beliebiger der Kugeln zu ihrem gegen- 
seitigen Abstände r^ kleine Gröfsen erster Ordnung sind. 
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Aus dieser Voraussetzung folgt zunächst, dafs die in 74 ent- 
wickelte Methode der successiven Approximation zu einer rasch 
konvergierenden Reihe führt, deren einzelne Glieder <p h , <p hi , . . . 
wieder durch rasch konvergierende Reihen dargestellt werden. Denn 
bildet man nach den angegebenen Regeln den expliciten Ausdruck 
eines Reaktionspotentials, so wird man finden, dafs die nacheinander 
folgenden Glieder Gröfsen der Form (a) in immer steigenden Potenzen 
enthalten; und vergleicht man zwei nacheinander folgende Reaktions- 
potentiale, so wird man sehen, dafs die einander entsprechenden 
Glieder um Quadrate von Gröfsen der Form (a) verschieden sind. 
Kommt man deshalb überein, eine gewisse Potenz der Gröfsen (a) 
und alle höheren zu vernachlässigen, so kann man leicht aus der 
Reihe 74 (c) eine endliche Anzahl von Gliedern ausscheiden, welche 
das Potential <p des Kugelsystems mit der verlangten Genauigkeit 
darstellen. Dasselbe kann man mit der Reihe 76 (d) machen, welche 
den hier besonders in Frage kommenden Einfallsstrom <p Y darstellt 

Um dann den gröfeten Fehler zu schätzen, zu welchem die Ver- 
wendung der Kraftformeln fuhren kann, brauchen wir nur ein be- 
liebiges der n — 1 Hauptglieder des Einfallsstromes <p r zu betrachten, 
beispielsweise das Glied, welches direkt von der Volumänderung 
und der Translation einer Kugel k herrührt. Die Genauigkeit des 
Ausdruckes der Kraft war nach 88 dadurch begrenzt, dafs wir 
Kraftglieder vernachlässigt haben, welche Gröfsen der Form 

proportional waren. Identifiziert man jetzt <p r mit dem von einer 
volumändernden und fortschreitenden Kugel k herrührenden Potential, 
welches die Form 85 (b) hat, berechnet die Ableitungen dieses Po- 
tentials in Bezug auf ihre Grö&enordnung im Punkte g und setzt 
in (b) ein, so findet man Ausdrücke von drei verschiedenen Gröfsen- 
ordnungen: 

» d 4ß 



v '<Zk 



(O f? 



r g k 
(c) kommt nur vor, wenn die Kugel k volumändernd, (c") nur, wenn 
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sie fortschreitend und (c') nur, wenn sie gleichzeitig volumändernd 
und fortschreitend ist. Wir schliefsen also: 

Kommen im Kugelsystem, nur Kugeln unveränderlichen Volumens 
vor, so sind die Kraftformeln brauchbar zur Diskussion von Kräften, 
welche klein bis zur achten Ordnung einschliefslich sind. 

Kommen im Kugelsystem Kugeln veränderlichen Volumens vor, so 
sind die Kraftformeln brauchbar zur Diskussion von Kräften, welche klein 
bis zur sechsten Ordnung einschliefslich sind. 

160. Permanente und temporare Fernkraft. — Wir haben früher 
die eine einzige Kugel angreifende Energiekraft in die permanente 
und die temporäre Partialkraft geteilt Wir werden jetzt versuchen, 
dieselbe Teilung bei den im Tollständigen Kugelsystem auftretenden 
Kräften durchzufahren. 

Die Grundlage der Zerlegung der Kraft bildet die Zerlegung 
des Aktionsmomentes in zwei Teile: 

P = fl p + P t 
(a) d-0,+ 0, 

ti = ü p +ü t . 

Zerlegt man in' dieser Weise die Aktionsmomente jeder Kugel des 
Systems, so wird sich auch der eine beliebige Kugel umgebende 
Flüssigkeitsstrom entsprechend zerlegen in die von der permanenten, 
und die von der temporären Partialbewegung der entfernten Kugeln 
herrührenden Teile, so dafs wir 



• • • • 



d = dp + d t d a = {d a ) p + (d a )t 

0>) ß - fip + fii *ß - (*>)f + (<W* 

t *= tp+tt <*r - (<*y)i» + («*r)< 

schreiben können. 

Wenn wir dies in den Formeln 157 (c) substituieren, müssen 
wir auf die Gröfsenordnung der verschiedenen Glieder achten. 

.Die Geschwindigkeitskomponenten ä t ft,y in demjenigen Parallel- 
felde, welche die entfernten Kugeln in der Umgebung der einen, 
besonders betrachteten Kugel erzeugen, sind kleine Gröfsen zweiter 
oder dritter Ordnung, in Vergleich zu den aktuellen Geschwindig- 
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keiten (d, b, 6) der einzelnen Kugeln. Das temporäre Aktionsmoment 
(2?J, Ö t , & t ) wird deshalb, weil es mit (ä> ß, y) proportional ist, eine 
kleine Gröfse zweiter oder dritter Ordnung, in Vergleich zu dem 
permanenten Aktionsmoment (fl p , Ö p9 6 p ) sein, welches der perma- 
nenten oder der davon nicht wesentlich verschiedenen aktuellen Ge- 
schwindigkeit proportional ist 

Gleichzeitig werden die permanenten linearen und deformativen 
Geschwindigkeiten d p , ß p , y p , (a a ) p . . . von der Größenordnung der 
entsprechenden totalen Geschwindigkeiten d, ß, y, d a . . . sein, so 
dafs dp, ß p , y p kleine Grölsen zweiter und dritter, (d a ) p . . . kleine 
Grölsen dritter und vierter Ordnung werden. d v ß v y t , (d a ) t . . . da- 
gegen, welche von dem temporären Aktionsmomente der entfernten 
Kugeln herrühren, werden kleine Gröfsen fünfter und sechster, be- 
ziehungsweise sechster und siebenter Ordnung. 

Setzen wir deshalb (a) und (b) in 157 (c) ein und vernachlässigen 
Grölsen achter und höherer Ordnungen, so ergiebt sich die folgende 
Zerlegung der Energiekraft: 

X * — X pt + -**• 

z = z + z t , 

wo 

(d) Y pt = ^ q ß p ß^ q {(ß a ) p fi p + {ß ß ) p d p + {ß Y ) p ä p } 

Z P . — »^-«{v-^ + w^^ + ^j^} 

und 

(e) Y u qß<ä-q{0a) t P p +(ßß\6, + ^ 

Z u =-qf t &-q{<f a \fi p Hh\ÖpHt^ 

Die erste dieser Partialkräfte nennen wir die permanente, die zweite 
die temporäre Energiekraft in Bezug auf das Kugelsystem. 
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161. Fernkräfte niederer und höherer Ordnung. — Nach den 
eben angestellten Überlegungen erkennt man, dafs die einzelnen 
Glieder im Ausdrucke der permanenten Energiekraft kleine Gröfsen 
zweiter, dritter und vierter Ordnung sind, während die in den Aus- 
druck der temporären Energiekräfte eingehenden Glieder kleine 
Gröfsen fünfter, sechster und siebenter Ordnung sind. Gleichzeitig 
ist die inducierende Fernkraft klein zweiter oder dritter Ordnung, 
wie man sofort aus der Gröfsenordnung der darin eingehenden d, ß, f 
erkennt Dabei schätzen wir nur die Gröfsenordnung der Kräfte 
nach den eingehenden Potenzen der Gröfsen 159 (a), und nicht nach 
den verschiedenen Intensitäten, welche die Kräfte an sich wegen der 
vorliegenden Bewegungsformen haben können (vergl. 123 und 124). 

Wie wir eben gefunden haben, können die Glieder, welche wir 
bei der Entwickelung unserer fundamentalen Kräfteformeln vernach- 
lässigt haben, unter Umständen die siebente Gröfsenordnung erreichen. 
Die Diskussion der temporären Kräfte erfordert deshalb besondere 
Vorsicht, und schon aus diesem Grunde empfiehlt es sich, sie in 
eine Klasse für sich zu stellen, deren Diskussion wir erst anfangen, 
nachdem wir die Untersuchungen der inducierenden Fernkräfte und 
der permanenten energetischen Fernkräfte erledigt haben. 

Die inducierenden und die permanent -energetischen Fernkräfte 
werden wir deshalb als hydrodynamische Fernkräfte niederer Ord- 
nung zusammenfassen, die temporär-energetischen Fernkräfte als hydro- 
dynamische Fernkräfte höherer Ordnung bezeichnen. Zur niederen 
Ordnung rechnen wir also alle Kräfte, welche kleine Gröfsen der 
zweiten, dritten und vierten Ordnung sind, zur höheren Ordnung 
alle Kräfte fünfter oder höherer Ordnungen. 



Dritter Abschnitt. 

Die lokale Druckkraft und das Trägheitsprinzip. 

162. Vergleich des Kugelsystems mit einem System von mate- 
riellen Punkten. — Nach der somit vorgenommenen Klassifikation 
der im Kugelsysteme auftretenden Kräfte gehen wir zu der Dis- 
kussion der Eigenschaften dieser Kräfte über. Dabei werden wir 
erst untersuchen, ob sie diejenigen allgemeinen Eigenschaften be- 

Bjhbkkbb, Vorlesungen, I. 16 
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sitzen, die wir in der auf Gaulei-Newton 5 scher Grundlage gebauten 
rationellen Mechnik den Kräften beizulegen pflegen. 

Diese allgemeinen Eigenschaften der Kräfte sind in den drei 
NswTON'schen ßewegungsgesetzen enthalten, und die Frage kann so 
gestellt werden: 

Denken wir uns in der Lage eines Beobachters, welcher zu- 
nächst die Flüssigkeit nicht sehen kann, und dann von den Be- 
wegungen der Kugeln nur die progressiven, mit gröfseren Ortsver- 
änderungen verbundenen Bewegungen, nicht aber die vielleicht auch 
vorhandenen kleinen Schwingungen wahrnimmt, würden wir dann 
zu dem Resultat kommen, daüs die Bewegungen des Kugelsystems 
in Übereinstimmung mit den drei NEWTOK'schen Bewegungsgesetzen 
verlaufen? 

Beim ersten Anblick scheint die lokale Druckkraft, welche wir 
erst diskutieren wollen, Schwierigkeiten darzubieten. Denn die 
rationelle Mechanik kennt nur gegenseitige Kräfte zwischen je zwei 
materiellen Punkten. Eine lokale Kraft, welche auf einen Punkt 
wirkt, ohne von einem anderen herzurühren, besteht nicht Die 
einzige Wirkung lokaler Natur ist die träge Reaktion des Punktes 
gegen die Wirkung der entfernten Punkte. Soll deshalb unser Be- 
obachter zu dem Resultat kommen können, dafs die Bewegung des 
Kugelsystems wie die Bewegung eines materiellen Punktsystems 
verläuft, so mufs er die Wirkung der lokalen Kraft nicht von der 
trägen Reaktion der Kugel trennen können. Diese Trennung war 
aber, wie wir schon gesehen haben, unmöglich wenn nur eine Kugel 
unveränderlichen Volumens vorhanden war (153). Es wird also zu 
untersuchen sein, inwieweit auch im allgemeinsten Falle die lokale 
Kraft sich in dieser Weise der Beobachtung entziehen, und nur 
die träge Reaktion der Kugel gegen die äufseren Kräfte modifi- 
cieren wird. 

Das Gesetz von der Trägheit und von der trägen Reaktion der 
Körper gegen die Einwirkung bewegender Kräfte ist in den beiden 
ersten NEWTON'schen Bewegungsgesetzen enthalten. Die Frage läuft 
also darauf hinaus, ob unserem Beobachter diese beiden Gesetze 
als erfüllt scheinen werden. 

163. Umformung der Bewegungsgleiohungen der Kugel. — Um 
diese Frage zu beantworten, betrachten wir die Bewegung einer be- 
liebigen der Kugeln unter dem Einflüsse der lokalen Kraft, der von 
den anderen Kugeln herrührenden, scheinbaren Fernkraft, und even- 
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tuell, der Allgemeinheit halber, einer fremden, nicht hydrodynamischen 
Kraft. Der allgemeinste Ausdruck der lokalen Kraft ist in 157 (b) 
aufgeschrieben. Wenn wir wieder die von der Kugel verdrängte 
Flüssigkeitsmasse m = qE einführen, wird der Ausdruck derselben 

Z * - -litt™ 6 )' 

Die hydrodynamische Fernkraft und die fremde Kraft sollen zu- 
sammen die Komponenten £, % 3 haben. Die Bewegungsgleichungen 
der Kugel werden dann: 

Mä = -~(±*ntf) + £ 

(b) Ml jiftmty + V 

MB = -* i ftmö)+&. 

Wenn wir sie mit den Bewegungsgleichungen eines freien mate- 
riellen Punktes vergleichen wollen, welcher der Wirkung fern- 
wirkender Kräfte ausgesetzt ist, dürfen auf der rechten Seite nur 
die Komponenten der bewegenden fernwirkenden Kraft vorkommen. 
Die lokale Kraft ziehen wir deshalb auf die linke Seite. Hier wird 
dann die Gröfse 

(c) 3W = M + \m 

auftreten, welche die Masse der Kugel vergröfsert um die Masse 
des halben verdrängten Flüssigkeitsvolumens ist, und welche wir 
die effektive Masse der Kugel in der Flüssigkeit nennen können. 
Gleichzeitig werden wir, der gewöhnlichen Terminologie der ratio- 
nellen Mechanik entsprechend, das Produkt (3K d, SR b, 9K d) der Ge- 
schwindigkeit in die effektive Masse die effektive Bewegungs- 
gröfse der Kugel in der Flüssigkeit nennen. Die Bewegungs- 
gleichungen der Kugel Werden dann 

16* 
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(d) ±{Wb) = 9 

und sagen also aus, dafs die Zeitableitung der effektiven Bewegungs- 
gröfse der bewegenden Kraft gleich ist 

164. Das Trägheitsgesetz. — Denken wir uns jetzt alle anderen 
Kugeln hinlänglich weit entfernt, so reduciert sich die scheinbare 
hydrodynamische Fernkraft auf Null. Ist zugleich die fremde, nicht 
hydrodynamische Kraft gleich Null, so wird £ = $) = 3 = 0, und 
die Integration ergiebt, dafs die Gröfsen SR d, SK b und SW 6 konstant 
oder Null sein müssen. Es ergiebt sich also das folgende Gesetz, 
welches das im leeren Räume gültige Trägheitsgesetz vertritt: 

Eine, Kugel veränderliehen Volumens in einer Flüssigkeit beharrt 
in ihrem Zustande der Ruhe oder der Bewegung in gerader Linie mit 
konstanter effektiver Bewegungsgröfse, wenn sie nicht durch hydrodynamische 
Fernkräfte oder fremde Kräfte gezwungen wird, diesen Bewegungszustand 
%u ändern. 

Das Gesetz unterscheidet sich von dem Trägheitsgesetze da- 
durch , dafs die unveränderliche Geschwindigkeit durch die unver- 
änderliche effektive Bewegungsgröfse ersetzt ist. Hat die Kugel 
konstantes Volumen, so wird die effektive Masse der Kugel konstant, 
und die Unveränderlichkeit der effektiven Bewegungsgröfse führt zu 
der unveränderlichen Geschwindigkeit Wir kommen dann zu dem 
DnucHLET'schen Falle (153) und dem einfachen Trägheitsgesetze 
zurück. 

Im allgemeinen wird aber die Geschwindigkeit eine veränder- 
liche sein, und zwar so, dafs bei gröfster effektiver Masse oder 
gröfstem Volumen der Kugel die Geschwindigkeit am kleinsten ist, 
und bei kleinster effektiver Masse oder kleinstem Volumen am 
gröfsten. Diese Geschwindigkeitsänderungen verlaufen aber in der 
Weise, dafs einem bestimmten Volumen eine bestimmte Geschwindig- 
keit entspricht Wenn deshalb das Volumen zu seinem ursprüng- 
lichen Werte zurückgekehrt ist, wird auch die Geschwindigkeit zu 
dem ursprünglichen Werte zurückgekehrt sein. Verlaufen die Volum- 
änderungen, wie wir im allgemeinen annehmen, periodisch, so wird 
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die effektive Masse um einen gewissen Mittelwert 3R , und die Ge- 
schwindigkeit um einen entsprechenden Mittelwert d , b , ö periodisch 
schwingen. 

Eine pulsierende Kugel wird deshalb mit konstanter mittlerer 
Geschwindigkeit durch die Flüssigkeit fortschreiten. Und wenn die 
Pulsationen hinlänglich schnell und mit hinlänglich kleinen Ampli- 
tuden verlaufen, wird die thatsächlich rhythmische Natur der Be- 
wegung sich jeder Beobachtung entziehen. Wenn ein Beobachter 
mit beschränktem Wahrnehmungsvermögen auf Grundlage seiner 
Erfahrungen die Mechanik des Kugelsystems studiert, wird er also 
zu dem Prinzip von der Trägheit in seiner gewöhnlichen Form 
kommen, so wie es Galilei und Newton für die sichtbaren Be- 
wegungen unserer Welt aufgestellt haben. 

165. Das zweite Bewegungsgesetz. — Kehren wir jetzt zu dem 
allgemeinen Fall zurück, wo die Kugel der Wirkung fremder Kräfte 
oder hydrodynamischer Fernkräfte ausgesetzt ist, so gelten die 
Gleichungen 163 (d). Dieselben haben genau die Form der Be- 
wegungsgleichungen eines materiellen Punktes, so wie man sie in 
unmittelbarem Anschluß an das zweite NEWTON'sche Bewegungs- 
gesetz aufschreibt Die Gleichungen lassen sich also durch den 
folgenden, dem zweiten NEWTON'schen Bewegungsgesetz analogen 
Satz wiedergeben: 

Die Veränderung der effektiven Bewegungsgröfse der Kugel ist gleich 
der wirkenden Kraft und geschieht in der Richtung derjenigen geraden 
Linie, längs welcher die Kraft wirkt. 

Diejenige Gröfse, deren Konstanz das Kriterium war, dafs keine 
Kraft wirkte, nämlich die effektive Bewegungsgröfse, giebt also, wenn 
sie veränderlich ist, durch ihre Zeitableitung das Mals der einwir- 
kenden Kraft. Dieses Gesetz steht deshalb in genau derselben Be- 
ziehung zu dem oben gegebenen Trägheitsgesetz, wie das zweite 
NEWTON'sche Gesetz zu dem gewöhnlichen Trägheitsgesetz. Die 
allgemeinere Natur der hydrodynamischen effektiven Trägheit macht 
sich deshalb auch hier geltend; und der Unterschied von den Be- 
wegungsgleichungen eines materiellen Punktes tritt sofort hervor, 
wenn wir durch Ausführung der Differentiation nach der Zeit zu 
der gewöhnlichsten Form dieser Gleichungen übergehen. Denn 
wegen der Konstanz der Masse des materiellen Punktes erhält man 
dann in der gewöhnlichen rationellen Mechanik auf der linken Seite 
der Gleichungen das Produkt der Masse in die Beschleunigung. Im 
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hydrodynamischen Fall ist dagegen die effektive Masse SR eine ver- 
änderliche Gröfse, welche die kompliciertere Natur der trägen Re- 
aktion der veränderlichen Kugel in der Flüssigkeit zeigt 

Denken wir uns aber wieder die Volumänderungen der Kugel 
periodisch mit kurzer Periode und kleinen Amplituden, so wird diese 
veränderliche träge Reaktion der Kugel einen schnell rhythmischen 
Charakter erhalten, wobei sich die veränderliche Natur dieser Re- 
aktion der Beobachtung entzieht. 

Um diesen Fall näher zu betrachten schreiben wir: 

(a) a» = a» + a»! , 

wo SR der konstante Mittelwert der effektiven Masse ist, und SR, 
also eine periodische Funktion mit dem Mittelwert Null. Gleich- 
zeitig teilen wir die Geschwindigkeitskomponente d der Kugel, wie 
in 41, in die langsam verlaufende äufsere und die schnell verlaufende 
innere Bewegung: 
(b) d = d + d l , 

wo dj dadurch definiert ist, dafs es während der kurzen Periode den 
Mittelwert Null hat Die erste Bewegungsgleichung wird dann 

(c) ^(aRo^o + sWo^i + aRi^o + äRi^) = *. 

Ist nun 3£ der Mittelwert von X während der kurzen Periode, und 
nehmen wir den Mittelwert während dieser Zeit unter Benutzung 
des Satzes 21 (A), so werden die Gleichung (c) und die entsprechenden 
Gleichungen für die Bewegung längs der beiden anderen Achsen: 

m o ä = X 

(d) «Mo = % 

ä»o*o = 3 - 

Diese Gleichungen stellen dann den beobachtbaren Teil der Bewegung 
dar, und sie haben genau dieselbe Form, wie die Bewegungs- 
gleichungen eines materiellen Punktes mit der Masse 3R . 

Wir dürfen deshalb schliefen, dafs ein Beobachter, welcher die 
Bewegungen des Kugelsystems experimentell studiert, durch seine 
empirischen Untersuchungen nicht zu den streng gültigen Gesetzen 
164 und 165 kommen würde, sondern eben zu dem damit fast 
gleichlautenden ersten, beziehentlich zweiten NEWTON'schen Bewe- 
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gungsgesetz. In unseren weiteren Diskussionen werden wir aber 
fortwährend die exakten Formen verwenden, um jedesmal erst die 
wirklichen Gesetze kennen zu lernen, und nachher durch besondere 
Specialisierung untersuchen, welche Gesetze unser Beobachter auf 
empirischem Wege finden würde. 



Vierter Abschnitt. 

Unabhängige Wirkung der hydrodynamischen Fernkräfte 

niederer Ordnung. 

166. Vereinfachungen bei beschränkter Genauigkeit der Kraft- 
messungen. — Nachdem somit die Frage von der lokalen Druckkraft 
erledigt ist, gehen wir zu den hydrodynamischen Fernkräften über, 
und zwar betrachten wir zunächst nur die Kräfte niederer Ordnung, 
das heifst, wir sehen von den Kräften temporärer Natur ab. 

Wenn wir diese Kräfte vernachlässigen, so können wir uns in 
die Lage eines Beobachters gestellt denken, welcher die Mechanik 
des Kugelsystems expermientell studiert und seine Kraftmessungen 
nur mit begrenzter Genauigkeit anstellen kann. Vorausgesetzt, dafs 
er Kräfte, welche wie die fünfte oder eine noch höhere Potenz des 
Abstandes abnehmen, nicht messen kann, wird es ihm nicht gelingen, 
die temporären Kräfte oder überhaupt Kräfte höherer Ordnung zu 
isolieren. Das heifst, er wird keinen Unterschied entdecken können 
zwischen der totalen Energiekraft 158 (c) und der permanenten 160(d). 
Er wird dann auch nicht durch seine Kraftmessungen feststellen 
können, ob die Kraft von dem totalen Aktionsmomente (i^ Ö, ä) 
oder von dem permanenten (& , Ö p , ä p ) abhängt, und ebensowenig 
wird er entscheiden können, ob sie von dem wirklichen Einfalls- 
strome d, ß f y> ä a , dß, ... oder nur von dem permanenten Teile des- 
selben abhängt 

Auf diesem Standpunkte der beschränkten Genauigkeit der 
Beobachtungen tritt deshalb eine Reihe von wesentlichen Verein- 
fachungen ein. Die temporären Aktionsmomente hängen von dem 
Einfallsstrome ab, wie die Formeln 121 (c') zeigen. Der Einfalls- 
strom hängt aber wieder von der Lage und der Bewegung der ent- 
fernten Kugeln ab. Das totale Aktionsmoment (2^, Ö gJ ä g ) einer 
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Kugel g wird deshalb wegen des darin enthaltenen temporären 
Partialmomentes im allgemeinen eine Funktion der Koordinaten 
"k* K> G k e ^ ner beliebigen der entfernten Kugeln sein. Diese Ab- 
hängigkeit wird aber bei den Kraftmessungen wegen der voraus- 
gesetzten beschränkten Genauigkeit nicht hervortreten können. Wenn 
der Beobachter zwischen totalem und permanentem Aktionsmomente 
nicht unterscheiden kann, wird er ebensowenig zwischen den 
zwei Definitionen 30 (b 8 ) und 68 (c r ) dieser Gröfsen unterscheiden 
können. Wir sind also berechtigt, in der folgenden Diskussion 
als Definition des Aktionsmomentes einer Kugel g die einfachen 
Formeln 

(») f t - |tf f d f , Ö, - $E t b t , A t - \E g 6 f 

zu benutzen, und dabei dieses Aktionsmoment als eine von den 
Koordinaten aller anderen Kugeln unabhängige Gröfse zu be- 
handeln. 

Wenn somit der Unterschied zwischen aktuellem und perma- 
nentem Aktionsmoment fortfällt, fällt auch gleichzeitig der Unter- 
schied zwischen aktueller und permanenter Geschwindigkeit der 
Kugel (120) fort. Die aktuelle Geschwindigkeit (d , b , 6 ) der Kugel g 
kann innerhalb der Approximationsgrenze als eine von den Koordi- 
naten 0^, b h , e^ jeder anderen Kugel k unabhängige Gröfse betrachtet 
werden. 

Schliefslich folgt aus der Unfähigkeit des Beobachters, zwischen 
dem wirklichen Einfallsstrome und dem permanenten Teile desselben 
zu unterscheiden, eine sehr bedeutende Vereinfachung. Denn derjenige 
Strom, welchen eine Kugel erzeugt, weil sie von dem umgebenden Ein- 
fallsstrome einer fremdinducierten oder temporären Geschwindigkeit 
mitgeteilt wird, ist genau von derselben Größenordnung als der 
Reaktionsstrom, welchen eine in Buhe befindliehe Kugel in dem- 
selben Strome erzeugen würde. Denn die Konfliktgeschwindigkeit, 
auf der die Bildung des Stromes beruht, ist im letzten Falle — ä, 
— ßi — ff un d im ersten zwischen den Grenzen — d , — ß, — f 
und 2 et, 2ß, 2y eingeschlossen (110). Bei der Berechnung des 
Einfallsstromes <p r in der Umgebung der Kugel g wird des- 
halb die Berücksichtigung der von den entfernten Kugeln k her- 
rührenden Reaktionspotentiale bedeutungslos. Der Einfallsstrom <p r 
kann, wie in 78 (a), einfach berechnet werden als die Summe der 
n —\ Aktionsströme, deren jeder von einer der entfernten Kugeln 
herrührt: 
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wo (p k die Form 35 (e) hat, die noch zweckmäfsiger 

/ c \ «, — _ ^ __ j?» .iL * _ # — * — iJT ^ * 



4»*r 4 k öa 4 47»r* *ö£* 4*rr* *do* 4nr* 

geschrieben werden kann, wo 

(c*) r, = y^-^ + ^-M' + ^-o*- 

Aus diesem <p Y oder aus dem darin enthaltenen cp k sind also 
die in die allgemeinen Kraftformeln eingehenden Koefficienten d, ß, y, 
d a , dß, ... zu berechnen. Die allgemein gültige Berechnungs- 
methode ist, dafs man, wie in 77 (c), die Differentiation nach x, y 
und x ausführt, und nachher x = a , y = b 9 ««c substituiert 

«f «P V 

Da aber keine Eeaktionspotentiale vorkommen, liegt eben der Fall 
78 (b) vor, so dafs wir schon in cp k die Substitution ausführen können. 
Diese Substitution giebt 

wo r kg die Bedeutung 

(*> % - vk-^p+^-w« +(•,-*)»• 

hat Aus diesem (cp k ) g bildet man die in Frage kommenden a, ß, y, d a9 ... 
einfach durch Differentiation nach a ,b ,c • . Wenn wir im folgenden 
diese Ableitungen explicite aufschreiben, werden wir der Einfachheit 
halber y k anstatt (qp k ) setzen. Die Ausdrücke 

(e) J* und ^ 

v ' da g da g 

sind also als untereinander identisch aufzufassen. Wenn wir die 
erstere, einfache Schreibweise benutzen, wird sillschweigend voraus- 
gesetzt, dafs die Substitution x =* a ■ 9 ... schon ausgeführt ist 

167. Die Funktion cp k und die Operation Xy — Zur Abkürzung 
von Formeln und Rechnungen im folgenden können wir ein zweck- 
mäßiges Operationssymbol einführen. Wie man bemerkt, entsteht 
die durch 166 (c) dargestellte Funktion cp k , wenn man an der 
Funktion 
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(») 



4nr k 

die Operation 

d 



(b) Xk = t,. + * k ^ +ö kUk +ä kdek 

ausfährt 1 Wir können also die Gleichung 166 (c) auch in der 
Form 

(«) 9»* - -X^ k 

schreiben. In ganz ähnlicher Weise wird die Anwendung der Opera- 
tion x* *uf dio Funktion — zu der in 166 (d) gegebenen Funk- 

*nr kg 

tion (y fc ) y führen. 

Die Operation x k zerlegt sich von selbst in zwei einfachere 
Operationen 

W Z k = X\ + X k • 

Die Operation xl reduciert sich auf die Multiplikation mit dem 
Faktor Ä fc , 

(*) Xl - K- 

Die Operation x\ ^d durch 



k da k k dbk k dc k 

definiert, und reduciert sich also auf eine Differentiation nach einer 
Achse (27) und gleichzeitige Multiplikation mit einer Eonstanten. 

In ähnlicher Weise kann man die Operationen / , X h > • • • de- 
finieren. Geht man von einer Funktion aus, welche gleichzeitig die 
Koordinaten a, b, o und o^, b k , c k enthält, so kann man nachein- 
ander die Operationen x h und x„ ausführen. So findet man bei- 
spielsweise durch Anwendung der zusammengesetzten Operation x g X k 

auf die Funktion : 

4nrtg 



1 Vergl. C. A. Bjebknss: Über die Druckkräfte, die durch gleichzeitige, 
mit Kontraktionen und Dilatationen verbundene Bewegungen von mehreren 
kugelförmigen, in einer inkompressiblen Flüssigkeit befindlichen Körpern ent- 
stehen. Göttinger Nachrichten 1876 S. 252. Die hier definierte Operation <p k 
ist etwas zusammengesetzter als unsere Operation /*, da sich die entere auf 
die Parameter d,b f ö 7 d, die letztere auf die Parameter £, &, Ö t S bezieht 
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1 E k Eg 



+ * * « _L_ + * ö « _L_ + * ä 



* da,, 47ir^ * d^ 4nr 4 , * 9 de g inr^ 



d 1 . * * d 



(e) 



* öa* inrtg 9 * ctö 4 4wr 4a 9 k de k Inr^ 

+ $ p _ii L. + ^ ö _& l_ + # ä y i 

* 9 da k da g inr^ k 9 da k db g inr^ * 9 da k de g inr^ 
k 9db k da g inrtf k 9 db k db g inr^ k 9 db k de g 4nr kg 
k 9dc k da g inr^l k 9 de k db g Anr^ k 9 de k de g inr^' 

Die erste Zeile rechts enthält hier das Resultat der Operation xl Xg> 
die zweite das Resultat der Operation xl Xg> die dritte das Resultat 
der Operation xlXgi ™d die drei letzten das Resultat der Opera- 
tion Xu Xg- Aus der vollständigen Symmetrie folgt, dafs die Reihen- 
folge der Operationen x k uiid / gleichgültig ist. 

168. Ungestörte Superposition der hydrodynamischen Fernkrafte 
niederer Ordnung. — Wenn wir die in 166 auseinandergesetzten 
Vereinfachungen benutzen, können wir als Ausdruck der mefs- 
baren Kräfte die Formeln 157 (c) beibehalten. Wenn im besonderen 
g die Kugel ist, welche die Kraft erleidet, so schreiben wir: 

X = iq±{E g ä)- qä£ g - q{ä a P g + ä ß 6 g + äyä g \ 

W Y - l*K(V)-*/* Ä f-*{A*f + A ö f + A*f} 

wo d, ß, y, d a , dß, ... die Koefficienten der Entwickelung von <p Y 
in der Umgebung des Punktes g sind. 

Da jetzt, nach den eben angestellten Überlegungen, keine Reak- 
tionspotentiale in Frage kommen, wird der Strom y> Y als das Super- 
positionsresultat von n — 1 einfachen Strömen aufgefafst werden 
können, deren jeder von einer bestimmten unter den entfernten 
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Engeln herrührt, als ob nur diese eine Engel vorhanden wäre. 
Wenn also k eine beliebige dieser Kugeln ist, können wir 

k^g k^g k^g k^g , 

a>) ß=2^> tß-Sw» fo-2v*" *-2v& 

k^g k^g k^g k^g 



k^g k^g k^g 

schreiben. Setzen wir dies in (a) ein, so werden sich diese Aus- 
drücke in linearer Weise in eine Reihe von Gliedern auflösen, 
deren jedes von einer distinkten Eugel k herrührt: 




(c) y = yiz 



k 



Diese Formeln stellen das Prinzip von der ungestörten Super- 
position der einzelnen Kräfte dar. Um uns den Inhalt dieses Prin- 
zips in dem hier vorliegenden Falle vollständig klar zu machen, 
können wir uns vorstellen, dafs unser Beobachter den folgenden 
Versuch macht: Von den n — 1 agierenden Kugeln werden alle bis 
auf eine bestimmte, k, ins Unendliche entfernt, und es wird die 
Kraft (X k , F k , ZJ gemessen, welche diese Kugel allein, von der Lage 
Ofc, b k , o^ aus auf die Kugel g ausübt Dann wird diese Kugel k 
entfernt, und eine andere h in die Lage o^, b h , c^ gebracht und die 
Kraft (X h , Y h , Z h ) gemessen, welche diese Kugel allein von ihrer 
Lage aus auf die Kugel g ausübt, und so weiter. Nachdem in dieser 
Weise alle die Einzelkräfte gemessen sind, die jede einzelne der 
n — 1 Kugeln, von ihrer besonderen Lage aus, aber allein vorhanden, 
auf die Kugel g ausüben, werden alle Kugeln gleichzeitig in ihren 
Lagen angebracht und die Kraft (X, Y, Z) gemessen, welche sie 
gleichzeitig wirkend auf g ausüben. Der Beobachter wird dann 
finden, dafs zwischen den Komponenten der gemessenen Einzel- 
kräfte und der gemessenen Gesamtkraft die Relationen (b) bestehen. 
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Unter ausdrücklichem Hinweis darauf, dafs dieses Experiment 
die physikalische Definition des Prinzips von der ungestörten Super- 
position der Kräfte enthält, können wir also behaupten: 

Die von den einzelnen entfernten Kugeln herrührenden hydrodyna- 
mischen Fernkräfte lassen sich einander superponieren, ohne einander zu 
stören. 

Wenn dieser Satz auf zwei Kräfte verwendet wird, stellt er 
das Prinzip von dem Parallelogramm der Kräfte dar. 

Da dieses Prinzip für jedes einzelne Glied rechts in den For- 
meln (a) gilt, so ist es zugleich auch für die inducierende Fern- 
kraft für sich, und für die permanente Energiekraft für sich gültig. 



169. Das Prinzip von dem Parallelogramm der Kräfte als for- 
mell-mathematischer und als reell-physikalischer Satz. — Mit Rück- 
sicht besonders auch auf später folgende Untersuchungen wird es 
wichtig sein, scharf zwischen dem formellen, mathematischen und 
dem realen, physikalischen Inhalt der Sätze von der Zusammen- 
setzung und der Zerlegung der Kräfte zu unterscheiden. 

Die Kräfte sind Vektorgröfsen und können wie alle anderen 
Vektorgröfsen nach den Gesetzen der Vektorsummation zusammen- 
gesetzt und zerlegt werden. Einen physikalischen Inhalt erhält diese 
mathematische Zerlegung erst dann, wenn es gelingt, eine physi- 
kalische Realität der einzelnen Kraftkomponenten nachzuweisen. 

Wenn man in Anschlufs an das zweite NEWTON'sche Bewegungs- 
gesetz die Kraft als eine der Beschleunigung des bewegten Kör- 
pers proportionale Gröfse definiert hat, folgt unmittelbar, dafs die 
Kraft genau wie die Beschleunigung eine Vektorgröfse ist, und folg- 
lich mathematisch durch Komponenten dargestellt werden kann. In- 
wieweit diese Komponenten physikalische Realität als selbständig 
wirkende Kräfte haben, läfst sich dagegen nicht entscheiden, solange 
man, wie im zweiten Bewegungsgesetz, nur einen bewegten Körper 
betrachtet, und nicht den oder die bewegenden Körper berück- 
sichtigt, von welchen die Kraft oder die Kräfte herrühren. Erst 
wenn man, nach Einführung des dritten Bewegungsgesetzes, oder 
des Gegenwirkungsprinzips, zugleich die wirkenden Körper in Be- 
tracht gezogen hat, wird man mit physikalisch definierbaren Kompo- 
nenten und einem Parallelogrammgesetz physikalischen Inhaltes zu 
thun haben. 

Es ist ein solches Parallelogrammgesetz physikalischen Inhaltes, 
welches wir jetzt für die hydrodynamischen Fernkräfte abgeleitet 
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haben, während die allgemeine Vektornatnr dieser Kräfte schon ans 
der ersten Definition derselben hervorgeht (80), und daher keines 
Beweises bedarf. 

170. Kraftefdnktion der Energiekraft. — Um weitere Eigen- 
schaften der hydrodynamischen Fernkräfte zu finden, müssen wir die 
Ausdrücke 168 (a) der Kräfte auf weiter entwickelte Form bringen. 
Diese Entwickelung wird aber nach dem eben erhaltenen Resultat 
wesentlich erleichtert: wir brauchen immer nur eine einzige ent- 
fernte Kugel k auf einmal in Betracht zu ziehen. Ist die Kraft 
bekannt, welche diese eine Kugel auf die Kugel g ausübt, so können 
wir durch Superposition die Kraft finden, welche sämtliche Kugeln 
ausüben. 

Wir betrachten dabei die inducierende und die energetische 
Kraft getrennt Die ^-Komponente der energetischen Kraft, welche 
die entfernte Kugel k auf die Kugel g ausübt, wird 

(a) Xt, - -qä k & g -q{{äa\# 9 + {*ß) h Ö 9 + (*y) k ä g }. 

Drücken wir c^, {ä a ) k , ... als die Ableitungen nach a g , b g , e g von 
(¥k)g au8 > 80 ^d 

(b) 

-£{-'[*.* + V£ + *4? + *S?]}. 

wobei in Bezug auf die Schreibweise die Bemerkung 166 (e) zu be- 
achten ist In der Parenthese wird die Operation / auf die Funktion 
<p k angewendet g> k entsteht wieder durch Anwendung der Operation 

X h auf — - . Da sich die zwei Minuszeichen aufheben, finden 

4nr kg 

wir also, dafs Xlg die partielle Ableitung nach a von der Funktion 

(«) % t - ix.z> i~ 

ist tyjy, welches explicite die Form 167 (e) hat, stellt also eine 
Kräftefunktion dar, von welcher man die Komponenten der auf die 
Kugel g wirkenden Energiekraft durch partielle Ableitungen nach 
den Koordinaten a.b. c finden kann: 

g 7 g> g 
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171. Verschiedene Ausdrücke der inducierenden Fernkraft. — 
Die z- Komponente derjenigen inducierenden Kraft, mit der die 
Kugel k die Kugel g angreift, ist 

Drücken wir hier ä k durch (qp k ) aus, so wird 

Wir bemerken, dafs wir von dem letzten Ausdrucke zu einem 
anderen gelangen können, in den wieder die eben gefundene Funktion 
W kg eingeht, doch jetzt nicht als Kräftefunktion. Beachten wir, 
dafs d , i , ö implicite in den Komponenten ß ' , Ö , tL des Aktions- 

«f v y j§ w *$ 

momentes vorkommen, so sehen wir, dafs nach 166 (a) 

und dafs im übrigen die Ableitungen von f nach i g oder 6 gJ von 
Ö„ nach <J und d und von Ä nach d und i gleich Null sind. 

9 9 9 9 9 9 ° 

Benutzen wir dies und differentiieren 167 (e) nach d. so ergiebt sich, 
wie man leicht erkennt: 



tutzung der Funktion V- könnei 



Unter Benutzung der Funktion *P. können also die Komponenten 
x£ g , Yi g , z£ g in der Form 

w **' dt~dö^> **' " ~5f~05T' *** - ~"S"^r 

geschrieben werden. 

Die Haupteigenschaft der Induktionskraft, wonach sie als eine 
totale Ableitung nach der Zeit auftritt, ist aus diesen Formeln expli- 
cite ersichtlich, und wir werden deshalb (d) als den fundamentalen 
Ausdruck der inducirenden Fernkraft betrachten. Eine andere 
Form, wonach diese Kraft nicht als Zeitableitung, sondern als eine 
potentielle Vektorgröfse dargestellt wird, hat aber auch Interesse. 
In (a') können nämlich die beiden Ableitungen nach t und nach a 

untereinander vertauscht werden. Xi g wird dann als eine Ableitung 

nach a einer Funktion W£ g hervortreten: 
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(«) K = U§ii*,9u)' 

Gleichzeitig werden die Komponenten Y kg und Z£ g die entsprechen- 

• 

den Ableitungen nach b g und c _, so dafs *P kg die Kräftefunktion der 
inducierenden Fernkraft wird: 



(f) xi - awtf ' y* - av i z* - *^ 



172. Unabhängigkeit der Wirkung der Kraft von der Bewegung 
des Angriffspunktes. — Wir bringen den Ausdruck der Kräftefunktion 

*Pi g auf eine etwas mehr entwickelte Form durch teilweise Aus- 
führung der Differentiation nach den Zeit Dabei verfahren wir wie 
schon einmal früher (79): die Glieder, welche durch Differentiation 
nach dem in den Koordinaten a , b , c , a^, b k , c k enthaltenen t ent- 
stehen, scheiden wir für sich aus. und bezeichnen durch ^ eine 

Ol 

Differentiation nach demjenigen t> welches nicht in diesen Koordi- 
naten enthalten ist Es ergiebt sich dann 

In der zweiten Zeile können wir die Produkte der Geschwindigkeits- 
komponenten d 9 b, 6 in 4 E durch t 1 , Ö , JÜ ersetzen. Scheiden 

fr «r «r 9 Sf Sf «r 

wir zugleich aus dem letzten Gliede der ersten Zeile das Glied 
q Ü g q> k aus, so wird dasselbe mit der zweiten Zeile zusammengenom- 

men QXg<p k °der — qx g X k -i ausmachen. Also 

0>) 
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Wir können jetzt zu dieser Kräftefunktion die in 170(c) gegebene 
Kräftefunktion der Energiekraft addieren. Es ergiebt sich dann 

als Kräftefunktion der totalen Fernkraft, mit der die Kugel k auf 
die Kugel g wirkt 

Nun ist zu beachten, dafs <p k , oder vollständiger (<p k ) , das in 
188 (d) gegeben ist, die kinematischen Parameter JßJ k , &„ Ö k , Ä fc der 
Kugel k enthält, welche die Kraft ausübt, nicht aber diejenigen der 
Kugel g, die die Kraft erleidet. Die Ableitungen von tp k nach a k , b k , c k 
werden auch nur dieselben kinematischen Parameter der Kugel k, 

da 

und das Glied —^ nur die Zeitableitungen dieser Parameter ent- 
halten. Da nämlich diese Ableitung nicht das in a a ,b , c , gl, b., c v 
enthaltene t berühren soll, werden keine Zeitableitungen dieser Ko- 
ordinaten auftreten. Der einzige im gefundenen Potentialausdrucke 
auftretende kinematische Parameter der Kugel g ist also die Volum- 
änderungsgeschwindigkeit 1? ; diese hat aber mit der Bewegung des 
Angriffspunktes der Kraft, welcher der Mittelpunkt der Kugel ist, 
nichts zu thun, und wir können den Schlufs ziehen: 

Die hydrodynamische Fernkraft tvirkt unabhängig von der Ge- 
schwindigkeit des Angriffspunktes. 

Dieselbe Eigenschaft schreibt man bekanntlich schon seit Galilei 
den Kräften der Natur zu. In den NswTON'schen Bewegungsgesetzen 
ist sie nicht explicite erwähnt Man betrachtet sie aber im allge- 
meinen als in dem zweiten Bewegungsgesetze implicite enthalten, 
weil eine Abhängigkeit der Kraft von der Geschwindigkeit des An- 
griffspunktes dort nicht erwähnt ist 

Man mufs sich aber nicht durch diese gewöhnliche Interpre- 
tation des zweiten Bewegungsgesetzes verleiten lassen, das jetzt ge- 
fundene Resultat als schon in dem dem zweiten Bewegungsgesetze 
entsprechenden Satz 165 enthalten zu betrachten. Denn dieser Satz 
entspricht nach seiner Ableitung nur dem positiven Inhalte des 
zweiten Bewegungsgesetzes, nämlich der Mefsbarkeit der Kraft durch 
die Änderung der Bewegungsgröfse. Alle negativen Eigenschaften 
der Kraft müssen besonders abgeleitet werden. 

Es ist im Anschlufs hieran auch wichtig, zu beachten, dafs wir 
den Satz nur für die totale hydrodynamische Fernkraft, und nicht 
getrennt für die energetische und die inducierende Partialkraft abge- 

Bjbrujes, Vorlesungen. I. 17 
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leitet haben. Für diese Partialkräfte ist er nicht mehr gültig. Denn 
wie die Ausdrücke 170(d) und 171 (d) dieser Kräfte in Verbindung 
mit dem Ausdrucke 170 (c) der Funktion *P kg zeigen, enthalten die 
Partialkräfte jede für sich die Aktionsmomente i^, Ö gJ ä g und folg- 
lich auch die Geschwindigkeitskomponenten derjenigen Kugel, auf 
welche die Kraft wirkt 



Fünfter Abschnitt. 

/ jf , fu |i- Dias Gegen wlrkungsprlnzip für die hydrodynamischen Fern- 
'^r ' ' kräfte niederer Ordnung. 

173. Momentane Wirkung der Kräfte. — Ehe wir zu der all- 
gemeinen Untersuchung der hydrodynamischen Fernkräfte in Bezug 
auf Wirkung und Gegenwirkung übergehen, machen wir darauf auf- 
merksam, dafs diese Kräfte infolge der Unzusammendrückbarkeit 
der Flüssigkeit momentan in allen Abständen wirken. Diese Eigen- 
schaft wird in der rationellen Mechanik den Fernkräften stillschweigend 
beigelegt Denn wollte man eine Fortpflanzungszeit voraussetzen, 
so würde das Gegenwirkungsprinzip nicht mehr ohne weiteres einen 
Sinn haben. 

Eine erste Vorbedingung für die Möglichkeit der Erfüllung des 
Gegenwirkungsprinzips liegt somit vor. Denken wir uns aber die 
Inkompressibilität nur als eine angenäherte, so wirken die Kräfte 
nicht mehr momentan, sondern haben eine Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit Schon aus diesem Grunde kann also das Gegenwirkungsprinzip 
in seiner Anwendung auf hydrodynamische Fernkräfte illusorisch 
werden, aber genau in derselben Weise, wie bei seiner Anwendung 
auf diejenigen Kräfte der Natur, für welche eine Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit nachgewiesen ist 

174. Wirkung und Gegenwirkung für die energetische Fern- 
kraft — Das Potential 172 (c) für die gesamte Fern Wirkung, 
welche die Kugel k auf die Kugel g ausübt, war also von der Ge- 
schwindigkeit der Kugel g, welche die Wirkung erleidet, unabhängig, 
dagegen von der Geschwindigkeit der Kugel Je, welche die Wirkung 
ausübt, abhängig. Umgekehrt ist die Gegenwirkung von g auf k von 
der Geschwindigkeit von Je unabhängig, aber von derjenigen von g 
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abhängig. Hieraus ersieht man sofort, dafs Wirkung und Gegen- 
wirkung alle möglichen Beziehungen zu einander haben können, und 
im allgemeinen nicht gleich und entgegengesetzt sind. 

Jetzt wollen wir aber untersuchen, wie es sich in dieser Beziehung 
mit der inducierenden und der energetischen Partialkraft verhält 
Die Kräftefunktion V. für die energetische Wirkung der Kugel k 
gegen die Kugel g ist in 170 (c) gegeben. Nach Symmetrie kann 
man die Kräftefunktion für die Bückwirkung der Kugel g auf die 
Kugel k bilden, und man findet ohne Schwierigkeit, wegen der 
symmetrischen Natur der zusammengesetzten Operation x„X» dafs 
man in beiden Fällen dieselbe Funktion tf* oder W h benutzen kann : 

(*) **, - ix 9 x k ~, 

nur dafs man nach a 9 b _, e differentiiert, um die Wirkung gegen 
die Kugel g, und nach a k , b k , c^, um die Wirkung gegen die Kugel k 
zu finden. Nun ist aber *P k eine Funktion der Differenzen a - — a^ 
b — b XJ o — %, so dafs wir 

* ' da g M da k J db g "" dfa ' de g de k 

haben. Auf der linken Seite stehen hier die Komponenten der 
Wirkung der Kugel k gegen die Kugel g, und auf der rechten die 
Komponenten der Gegenwirkung der Kugel g gegen die Kugel k. 
Da die letzteren mit dem negativen Vorzeichen auftreten, können 
wir also im Anschlüsse an Newton's eigene Formulierung des dritten 
Bewegungsgesetzes das folgende, für unser Kugelsystem geltende Ge- 
setz aufstellen: 

Die energetische Wirkung ist stets der energetischen Gegenwirkung 
gleich, oder die energetischen Wirkungen zweier Kugeln aufeinander sind 
stets gleich und van entgegengesetzter Sichtung. 

175. Bemerkung zu dem dritten Bewegungsgesetze. — Man 

pflegt oft etwas mehr in das dritte ßewegungsgesetz hineinzulegen, 
als nach der oben gegebenen, sich an die NEWTON'sche anschliessenden 
Formulierung ausdrücklich darin enthalten ist Man fügt nämlich 
hinzu, oder setzt als darin implicite enthalten voraus das Prinzip, 
dafs die elementare Fernwirkung zwischen zwei Massenpunkten 
immer längs der Verbindungslinie der beiden Punkte gerichtet ist 
Dafs Newton es so gemeint habe, folgt weder aus seiner eigenen 

17* 
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Fassung des Gesetzes, noch aus den Überlegungen, die er nach der 
Aufstellung desselben anstellt, sondern kann eventuell nur dadurch 
begründet werden, dafs er dasselbe später nur auf Fernkräfte cen- 
traler Natur anwendet Wie es sich aber auch damit verhalten 
mag, später ist man auf Schwierigkeiten gestofsen bei den Versuchen, 
alle Fernkräfte der Natur auf Elementarkräfte centraler Natur 
zurückzuführen, so dafs die ursprüngliche Newton' sehe Formulierung 
wieder den Vorzug erhalten hat 

Nur bei dieser allgemeinsten Fassung des Prinzips bleibt das- 
selbe für die hydrodynamische Energiekraft gültig. Allerdings be- 
gegnet man unter den hydrodynamischen Fernkräften auch Kräften 
centraler Natur. Betrachtet man zwei volumändernde Kugeln, so 
ist alles um die Verbindungslinie der Mittelpunkte der Kugeln sym- 
metrisch, und die Kräfte müssen auch längs dieser Verbindungslinie 
wirken. Dasselbe wird der Fall sein, wenn sich die Kugeln längs 
ihrer Verbindungslinie bewegen. 

Erinnert man sich aber daran, dafs die Energiekraft gegen die 
volumändernde Kugel längs der Stromlinien des ursprünglichen Feldes 
gerichtet ist, so findet man, dafs die Energiekraft, welche eine fort- 
schreitende Kugel auf eine volumändernde ausübt, längs Kurven 
wie diejenigen der Figur 7 gerichtet ist Die Kraft wird dann eine 
von der Verbindungslinie der Kugeln ganz unabhängige Richtung haben. 

Allerdings kann man sich diesen Fall wieder auf den centraler 
Kräfte zurückgeführt vorstellen, da man die fortschreitende Kugel 
durch zwei volumändernde Kugeln ersetzt denken kann. Die Vor- 
stellung von Elementarkräften centraler Natur darf man jedoch nur 
bildlich benutzen, denn die wirklich auftretenden Kräfte sind nicht 
Gentralkräfte. Wir werden deshalb das Reaktionsprinzip nur in 
seiner allgemeinsten Fassung anwenden. 



176. Kraftefonktion für die energetischen Wechselwirkungen 
im Kugelsysteme. — Nachdem wir das Gegenwirkungsprinzip für 
die energetischen Fernkräfte erkannt haben, können wir eine Kräfte- 
funktion für sämtliche energetischen Wechselwirkungen im Kugel- 
system aufstellen. 

Die Kräftefunktion für die Wirkung, welche die n — 1 ent- 
fernten Kugeln k auf die Kugel g ausüben, ergiebt sich zunächst un- 
mittelbar nach dem Superpositionsprinzip: 
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Die Ableitungen dieses W nach a , b , c geben die Komponenten 
der Resultantkraft, mit der die n — 1 Kugeln k die Kugel g an- 
greifen. 

Schließlich können wir auch g zum beweglichen Index werden 
lassen und nach g summieren. Da aber bei dieser Summation jede 
Kugel einmal als eine Kugel g, und einmal als eine Kugel k auf- 
tritt, und somit zweimal gerechnet wird, multiplicieren wir gleich- 
zeitig mit -$-. Also: 



Greifen wir aus dieser Doppelsumme wieder nur diejenigen Glieder 
aus, welche ein bestimmtes g enthalten, so kommen wir zu der ein- 
fachen Summe (a) zurück. Die Ableitungen von *P nach bestimmten 
a g > b g , e g sind deshalb identisch mit den Ableitungen von V nach 
diesen a , b, c. 

g 7 g' g 

Alle energetischen Kraftwirkungen in unserem Kugelsysteme 
lassen sich also durch die Funktion *V ausdrücken: die Ableitungen 
nach a , b , c geben die Kraftkomponenten gegen eine ganz be- 
liebige Kugel g: 

Führen wir den Wert 170 (c) von W kg ein, so wird der Aus- 
druck der Kräftefunktion: 

( d) v = u22x,x*^> 

g^k 

wobei man sich an die in 167 gegebene Definition der Operationen 
X g und x k sowie x 9 X\ zu erinnern hat 

Man bemerkt, dafs diese Kräftefunktion ein homogenes Polynom 
zweiten Grades in den 4 n Parametern J0 , t* f Ö , S des Kugel- 

9 9 9 9 

Systems ist. Geht man zu den damit proportionalen Geschwindig- 
keitskomponenten d , b , 6 , d über, so wird sie zu einer quadra- 
tischen Form in diesen Variablen, nur mit etwas anderen Koeffi- 
cienten. Die Kräftefunktion der energetischen Wechselwirkungen im 
Kugelsysteme ist also immer eine quadratische Form in den 
kinematischen Parametern des Kugelsystems. Die Koeffi- 
cienten dieser quadratischen Form sind Funktionen der geometrischen 
Parameter des Kugelsystems, und zwar treten dabei die Radien d g 
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in ihren absoluten Werten, die Koordinaten der Kugelmittelpunkte 
nur in den Differenzen ^ — a , b h — b, c^ — Cg als Variablen auf. 
Man vergleiche bei dieser Gelegenheit die entsprechenden Eigen- 
schaften 89 und 40 des Geschwindigkeitspotentials. 

177. Bichtgtiltigkeit des Gegenwirkungsprinrips für die Induk- 
tionskraft — Da das Reaktionsprinzip, wie wir gesehen haben, nicht 
für die fernwirkende Gesamtkraft gültig ist, sondern nur für die 
energetische Partialkraft, können wir, wenn wir zu der Betrachtung 
der Induktionskraft übergehen, unmittelbar folgenden Schlufs ziehen: 

Für die hydrodynamische Induktionskraft ist das Prinzip van der 
gleichen Wirkung und Gegenwirkung nicht gültig. 

Diese negative Eigenschaft der inducierenden Femkraft geht 
auch unmittelbar aus der Form 171 (d) dieser Kraft hervor. Die 
^-Komponenten der von k gegen g und der von g gegen k wirkenden 
Kräfte werden nämlich 

/ ft x X i d dV k , ^ _ d dV h9 

M A* 9 Tt-d&T' *** dt ddT ' 

Die Gröfsen d , i , 6 treten nicht, wie die Gröfsen a_, b , c , in Ver- 

v " w 9 9 9 

bindungen von der Form d g — d k , b — b k , ö g — ö k in der Funktion W k 
auf, sondern in solchen Verbindungen, dafs die Ableitungen nach 
d g und d^ im allgemeinen zu ganz verschiedenen Resultaten führen, 
wie die explicite Ausrechnung sofort zeigt. 

Wir machen gleichzeitig die Bemerkung, dafs die Summen der 
inducierenden Kräfte, welche die n — 1 Kugeln k gegen die Kugel g 
ausüben, nach dem Superpositionsprinzip die Komponenten 

flri Y* = ± f^JL v* d dl P< 7* d d%F < 

(D) Ag - - ^ d ^ , Ig _ - — — , lig - - ^ Jj- 

haben, wo *P der Ausdruck 178 (a) ist. Dies kann wieder 

tn\ tt* - d W v« - d ö ^ <z< d *^ 

loj *g Tt jj-, x g Tt~^' Z * s ~dil^~ 

geschrieben werden, wo W die Kräftefunktion 176 (b) der energe- 
tischen Wechselwirkungen im Kugelsystem ist Denn greifen wir 
aus diesem *V diejenigen Glieder heraus, welche ein bestimmtes 
d a , b a , 6 enthalten, so kommen wir auf W zurück, so dafs W und V 
dieselben Ableitungen nach d , b , d haben, also dieselben Kraft- 
komponenten X*, Y g \ Zg liefern. 
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Die inducierenden Kräfte im Kugelsystem können also auch 
ans der Funktion *P abgeleitet werden : während man die energetische 
Kraft gegen eine Kugel g durch Ableitung nach den Koordinaten 
a gi b gf o g der Kugel g findet, bestimmt man die inducierende durch 
partielle Ableitung nach den Geschwindigkeitskomponenten d 9 b , 6 
und nachträgliche Ableitung nach der Zeit und Multiplikation mit — 1. 

Für die in letzterer Weise gefundene Kraft ist das Gegen- 
wirkungsprinzip nicht gültig. Unser Beobachter, welcher die Mechanik 
des Kugelsystems experimentell studiert, wird also zu dem Resultat 
kommen, dafs dieselbe nicht mit der NEWTON'schen Mechanik identisch 
ist, vorausgesetzt, dafs er die Wirkungen der Induktionskraft wahr- 
nehmen kann. Die Wahrnehmbarkeit der Wirkungen der Induk- 
tionskraft werden wir deshalb jetzt untersuchen. 

178. Die auf verborgenen Bewegungen beruhende Induktions- 
kraft. — Da die Induktionskraft die Form einer totalen Ableitung 
nach der Zeit hat, sind wir im stände gewesen, die von der In- 
duktionskraft erzeugte Geschwindigkeit zu bestimmen. Dieselbe war 
durch den augenblicklich vorhandenen Bewegungszustand, in Ver- 
bindung mit den Dichtigkeiten von Kugel und Flüssigkeit, eindeutig 
bestimmt und von allen vorhergehenden Zuständen des Systems un- 
abhängig [92 (C)]. Betrachten wir besonders die fremdinducierte, oder 
die durch die inducierende Fernkraft erzeugte Geschwindigkeit, so 
finden wir sie zu jeder Zeit gleich der Geschwindigkeit (ä, ß, y\ 
welche der Einfallsstrom im Mittelpunkte der Kugel hat, multipli- 
ciert mit dem Koefficienten der fremdinducierten Geschwindig- 
keit Man beachte dabei, dafs wir uns die Bewegungen der Kugel 
und des Einfallsstromes als einander ungestört superponiert vor- 
stellen (107). Das Resultat ist in 108 allerdings nur für den 
Fall diskutiert, dafs der Einfallsstrom ein Parallelstrom ist Die 
Gleichungen 106 (b) aber, welche den Satz enthalten, sind allgemein- 
gültig; man hat nur wegen den Ortsveränderungen der Kugel mit 
immer neuen Geschwindigkeiten (ä 9 ß, y) zu thun. 

Durch periodische Wiederholung einer Bewegung wird es des- 
halb nicht gelingen, der Kugel steigende inducierte Geschwindig- 
keiten mitzuteilen. In demselben Augenblicke, wo die Bewegung 
der entfernten Kugeln und damit die Bewegung des Einfallsstromes 
aufhört, hört auch die inducierte Bewegung der Kugel auf. Die 
Induktionskraft wird also nie eine Bewegung hinterlassen können: 
ehe sie zu wirken aufhört, zerstört sie die Bewegung, welche sie 
während der Periode ihrer Thätigkeit erzeugt hat Es hilft nichts, 
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die Bewegungen intensiver zu machen; allerdings wird die Kraft 
dadurch intensiver, aber um so schneller wird auch die Periode 
der negativen Thätigkeit der Kraft auf die Periode der positiven 
Thätigkeit folgen. 

Der Nachweis einer Kraft, welche in dieser eigentümlichen 
Weise ihre eigenen Wirkungen zerstört, wird natürlich bedeutende 
Schwierigkeiten haben. Er wird nur möglich sein, wenn die während 
der Thätigkeitsperiode der Kraft auftretenden Verschiebungen mefs- 
bare Werte erreichen. 

Wir denken uns dabei erst, dafs der scheinbar statische Be- 
wegungszustand (41) vorliegt Die Gröfsenordnung der Verschie- 
bungen läfst sich dann schätzen. Denn in der ersten Annäherung 
können wir den Einfallsstrom, worin sich die Kugel g befindet, als 
einen Parallelstrom betrachten und den Satz 109 verwenden. Die 
Kugel wird also unter dem Einflüsse der Induktionskraft eine ähn- 
liche Bahn wie ein Partikelchen dieses Einfallsstromes durchlaufen. 
Diese Bahn haben wir aber bestimmt (49); sie war eine LissAJous'sche 
Kurve allgemeinster Natur. Da weiter die Bewegung in der Flüssig- 
keit mit dem Abstand von den Oberflächen der bewegenden Kugeln 
abnimmt, und nie in der Flüssigkeit, sondern nur an den Grenz- 
flächen Maxima haben kann, so wird die Bewegung des betreffenden 
Flüssigkeitspartikelchens notwendig mit kleineren Amplituden ver- 
laufen, als die Bewegungen der Flüssigkeitspartikelchen an den Ober- 
flächen der Kugeln. Verlaufen also die Bewegungen der wirkenden 
Kugeln mit nicht beobachtbaren Amplituden, so werden auch alle 
Teilchen der ganzen Flüssigkeit sich mit nicht beobachtbaren Ampli- 
tuden bewegen. Da schliefslich die Dimensionen der Bahn der 
Kugel g höchstens das dreifache von den Dimensionen der Bahn 
der zum Vergleich dienenden Flüssigkeitspartikelchen sein kann 
(109), wird die inducierte Bewegung der Kugel g nicht mit beobacht- 
baren Amplituden verlaufen. Also: 

Die auf verborgenen Bewegungen beruhende Induktionskraft kann 
wieder nur verborgene Bewegung erzeugen. 

179. Die auf sichtbaren Bewegungen beruhende Induktions- 
kraft. — Da die auf verborgenen Bewegungen beruhende Induktions- 
kraft keine mefsbaren Verschiebungen erzeugen kann, wird die 
nächste Frage sein, ob nicht vielleicht bei sichtbaren Bewegungen 
des Kugelsystems mefsbare Verschiebungen eintreten können, bei- 
spielsweise wenn grofse, zu Körpern gruppierte Scharen der Kugeln 
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Bewegungen ausfahren, die mit grofsen Ortsveränderungen ver- 
bunden sind. 

Die Gröfsenordnung der eintretenden Verschiebungen können 
wir wieder nach der gröfsten Verschiebung eines Flüssigkeitspar- 
tikelchens schätzen. Zur Bestimmung dieser letzten Verschiebung 
bemerken wir, dafs die Bewegung des Flüssigkeitspartikelchens durch 
die Bewegung der Kugeln eindeutig bestimmt ist Die totale Ver- 
schiebung, welche ein Flüssigkeitspartikelchen erleidet, wenn sich 
die Kugelgruppe von einer Stelle zu einer anderen bewegt, ist des- 
halb nur von der Anfangs- und der Endlage der Kugeln abhängig, 
und ganz unabhängig davon, wie die Kugelgruppe von der einen 
Lage zu der anderen gekommen ist Wir können uns dann einfach 
denken, dafs die Kugeln auf der ersten Stelle zu Null kontrahiert 
werden, dann in die neuen Lagen gebracht und hier zu ihren alten 
Gröfsen erweitert werden. Die Bewegung der Kugelgruppe oder des 
Körpers k aus dem unendlich Fernen in die möglichst grofse Nähe 
der Kugel g wird deshalb dieselbe Verschiebung erzeugen, als ob 
der Körper k in der letzten Lage plötzlich in der Weise entstünde, 
dafs die Radien aller Moleküle von Null zu den Werten a\ anwachsen. 
Bei dieser Entstehung des Körpers wird aber durch seine Grenz- 
flächen ein Flüssigkeitsquantum, gleich der Summe der Volumina 
der Kugeln, herausfliefsen. Nehmen wir nun beispielsweise an, dafs 
das Verhältnis der Kugelradien zu den Centraldistanzen das Ver- 
hältnis 1 : 100 nicht übersteigt, so wird die Summe der Volu- 
mina der Kugeln zum Volumen des Körpers ein Verhältnis von der 
Gröfsenordnung 1 : 1000000 haben. In einem Körper von der 
Gröfse eines Kubikmeters wird die Summe der Volumina der Kugeln 
einen Kubikcentüneter ausmachen. Der Ausflufs von einem Kubik- 
centimeter Flüssigkeit durch die Oberfläche des Körpers wird dann 
Verschiebungen der Flüssigkeitspartikelchen veranlassen, die nur ein 
paar Zehntausendstel eines Millimeters ausmachen. Erst wenn man 
diesem Körper die vierfachen linearen Dimensionen, also 64 Kubik- 
meter Inhalt giebt, wird die Verschiebung die Länge der roten Licht- 
wellen erreichen. Selbst wenn man nicht kleinere Verhältniszahlen 
wie 1 : 100 zwischen Kugelradien und Centraldistanzen zu Grunde 
legt, mufs man also Körper von ganz unhandlichen Dimensionen 
bewegen, um die Wirkungen der Induktionskraft nachweisen zu können. 
Wir können also schliefsen: 

Wenn die Radien der Kugeln hinlänglich klein sind im Verhältnis 
zu den Centraldistanzen, werden auch die auf den sichtbaren Bewegungen der 
Körper beruhenden Wirkungen der Induktionskraß nicht beobachtbar sein* 
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180. Das Gegen wirkungsprinzip und die sichtbaren Bewegungen 
des Kugelsystems. — Nach diesen Überlegungen sind wir also be- 
rechtigt, zu schliefsen, dafs alle progressiven und folglich sichtbaren 
Bewegungen im Kugelsystem nur von der Wirkung der Energiekraft 
herrühren können. Das thatsächliche Vermögen dieser Kraft, solche 
Bewegungen zu erzeugen, haben wir schon bei der rein hydrodyna- 
mischen Diskussion dieser Kraft nachgewiesen (126). Obgleich die 
Induktionskraft ausserordentlich viel stärker sein kann als die Energie- 
kraft (123, 124), so dafs die thatsächlichen Abweichungen von dem 
Gegenwirkungsprinzip beliebig grofse Werte erreichen können, sind 
wir doch berechtigt, den folgenden Schlufs zu ziehen: 

Die sichtbaren Bewegungen im Kugelsystem verlaufen so, als ob das 
Prinzip von der gleichen Wirkung und Oegemoirkung immer erfüllt wäre. 

t 181. Unabhängigkeit der Kraft von den progressiven Geschwin- 
digkeiten beider wirkenden Kugeln. — Das somit nachgewiesene 
Gegenwirkungsprinzip für die sichtbaren Bewegungen im Kugel- 
System hat eine wichtige Konsequenz, wenn wir zu dem früher 
gefundenen Prinzip der Unabhängigkeit der Kraft von der Bewegung 
des Angriffspunktes zurückkehren. 

Unser Schlufs war damals, dafs die Kraft zwar von der Ge- 
schwindigkeit desjenigen Körpers unabhängig war, auf welchen die 
Kraft wirkte, nicht aber von der Geschwindigkeit desjenigen Körpers, 
welcher die Kraft ausübte. Und zwar hatte dieses Resultat nur 
Gültigkeit für die Gesamtkraft, nicht für die Induktionskraft und 
die Energiekraft als getrennte Partialkräfte. 

Jetzt haben wir gefunden, da& sich die Wirkung der Induktions- 
kraft der Beobachtung entzieht, und dafs für die sichtbaren Be- 
wegungen das Prinzip von der gleichen Wirkung und Gegenwirkung 
gültig ist Da das Gegenwirkungsprinzip nicht mit der Abhängig- 
keit der Wirkung von der Geschwindigkeit des einen, und der 
Gegenwirkung von der Geschwindigkeit des anderen Körpers ver- 
träglich ist, können wir unmittelbar den folgenden Schluß ziehen: 

Die sichtbaren Bewegungen im Kugelsystem verlaufen so, dafs die 
Wechselwirkung zweier Kugeln von den sichtbaren Bewegungen beider 
Kugeln unabhängig erscheint. 

Da weiter die sichtbaren Bewegungen nur von den Energie- 
kräften herrühren, werden wir das Resultat erhalten, dafs die Energie- 
kräfte so wirken, als ob sie von der Geschwindigkeit beider Körper 
unabhängig wären. Dies gilt nicht mehr, wenn wir die zu jeder 
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Zeit wirklich vorhandenen Geschwindigkeiten betrachten. Denn von 
den Oscillationsintensitäten der Kugeln ist die Energiekraft abhängig, 
wie unsere rein hydrodynamischen Diskussionen gezeigt haben. Wenn 
aber die Oscillationen von einer progressiven Bewegung begleitet 
werden, so wird die mittlere Energiekraft, welche die Kugel ausübt 
oder erleidet, dadurch nicht beeinflufst Zu demselben Resultat 
sind wir schon früher in anderer Weise gekommen (137). 



Sechster Abschnitt 

Weitere allgemeine Eigenschaften der hydrodynamischen 

Fernkrfifte niederer Ordnung« 



182. Das Prinzip von der Erhaltung der Energie in der ratio- 
nellen Mechanik. — Newton hat in seinen drei Bewegungsgesetzen 
diejenigen Eigenschaften angegeben, welche er als allen bewegenden 
Kräften der Natur gemeinschaftlich auffafste. Die anderen ihm be- 
kannten Krafteigenschaften, wie etwa die Proportionalität der Schwer- 
kraft mit dem Produkt der Massen, oder das umgekehrt quadratische 
Abstandsgesetz waren spezielle Eigenschaften spezieller Naturkräfte. 

Nach Newton's Zeit ist ein neues Prinzip hinzugefügt worden, 
welches als notwendige Eigenschaft aller Naturkräfte aufgefafst wird, 
nämlich das Prinzip von der Erhaltung der Energie, oder von der 
konservativen Natur der Kräfte. 

Stellt man sich auf den Standpunkt der spezielleren Auffassung 
des dritten Bewegungsgesetzes, wonach alle Fernkräfte auf centrale 
Elementarkräfte zurückfahrbar sind, so ist das Prinzip von der 
konservativen Natur der Kräfte in den NEWTON'schen Bewegungs- 
gesetzen enthalten. Denn die konservative Natur solcher Fernkräfte 
läfst sich ganz allgemein ableiten. 

Bei der allgemeinsten Auffassung des dritten Bewegungsgesetzes 
und der entsprechenden allgemeinen Natur der Fernkräfte mufs 
dagegen das Prinzip von der konservativen Natur der Kräfte als 
ein wesentlich neues Prinzip aufgefafst werden. 

Jetzt werden wir untersuchen, wie es sich in dieser Beziehung 
mit unserem Kugelsystem verhält 
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183. Die konservative Natur der hydrodynamischen Fernkrafte. 

— Der Beweis für die konservative Natur der hydrodynamischen 
Fernkräfte läfst sich auf der früher angedeuteten formellen Beducier- 
barkeit dieser Kräfte auf Centralkräfte (175) begründen. Ebenso 
können wir den Beweis aus dem schon gefundenen Resultat ableiten, 
dafs sie durch Kräftefunktionen darstellbar sind. Es empfiehlt sich 
aber, wegen der Wichtigkeit dieser Frage, zu den ersten Grundlagen 
der entwickelten Theorie zurückzugehen. 

Die erste Grundlage für die Lösung des rein kinematischen 
Teiles unserer Aufgabe bildete der Satz, dafs der Bewegungszustand 
der Flüssigkeit zu jeder Zeit eindeutig gegeben ist durch die Lagen 
und die Bewegungen der eingetauchten Körper (16). 

Um auf Grund dieses Satzes unseren Beweis führen zu können, 
setzen wir voraus, dafs jede Kugel zur Zeit t nach der Vollführung 
einer beliebigen Bewegung durch dieselbe Lage passiert, welche sie 
zu einer früheren Zeit * passiert hat, und zwar mit identisch der- 
selben Geschwindigkeit als zu dieser früheren Zeit Wir können 
dann sagen, dafs das Kugelsystem einen Kreisprozefs durchlaufen hat 

Das vollständige System der Kugeln und der Flüssigkeit wird 
dann zur Zeit t und zur Zeit t genau dieselbe kinetische Energie 
haben, und diese Energie wird, weil die Bewegung der Flüssigkeit 
durch die Bewegung der Kugeln eindeutig bestimmt ist, in genau 
derselben Weise unter Kugeln und Flüssigkeit verteilt sein. Durch 
einen solchen Kreisprozefs werden also weder Kugeln noch Flüssig- 
keit Energie gewonnen oder verloren haben, und die äufseren Kräfte, 
durch welche die Kugeln geführt worden sind, werden nach der 
Vollflihrung des Kreisprozesses weder positive noch negative Arbeit 
geleistet haben. 

Während dieses Kreisprozesses sind aber auch die hydrodyna- 
mischen Druckkräfte in Thätigkeit gewesen. Die Arbeit dieser Kräfte 
ist zu jeder Zeit der Arbeit der äufseren Kräfte entgegengesetzt 
gleich gewesen. Diese Kräfte haben also auch nach dem Verlaufe 
des vollständigen Kreisprozesses weder positive noch negative Arbeit 
geleistet Wir können deshalb ganz allgemein schliefsen: 

Die hydrodynamischen Druckkräfte sind Kräfte konservativer Natur. 

Aus der konservativen Natur der hydrodynamischen Druckkräfte 
folgert man, dafs die Energie des Kugelsystems erhalten bleibt, sofern 
nur die eingreifenden Kräfte nicht hydrodynamischen Ursprunges, 
auch konservative Kräfte sind. Das Vorhandensein von solchen 
Kräften nehmen wir ja im allgemeinen an, um die Pulsationen und 
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Oscillationen der Engeln zu erklären. Diese Kräfte werden konser- 
vativer Natur sein, wenn sie, wie wir im allgemeinen vorausgesetzt 
haben, auf der Elasticität der einzelnen Kugeln, oder auf elastischen 
Verbindungen unter den getrennten Kugeln beruhen: sind diese 
elastischen Kräfte die einzigen eingreifenden Kräfte nicht hydro- 
dynamischen Ursprunges, so bleibt die Energie des Systems konstant. 

Diese Ableitung ist von allen unseren expliciten Rechnungen 
und den darin gemachten Vernachlässigungen kleiner Glieder frei. 
Ein Beobachter, welcher die Mechanik des Kugelsystems experi- 
mentell studiert, wird also dieses Prinzip immer erfüllt finden, sei 
es, dafs er seine Kraft- und Arbeitsmessungen mit niederer oder 
höherer Genauigkeit anstellt. 

Bei den explicite berechneten hydrodynamischen Fernkräften 
tritt die konservative Natur insofern hervor, als sie als Ableitungen 
von Kräftefunktionen ausgedrückt werden können. Dieses zeigt, dafs 
sie zu jeder Zeit die den konservativen Kräften eigene räumliche 
Verteilung besitzen. In den Ausdrücken 170(c) und 171 (e) dieser 
Kräftefunktionen treten aber Funktionen der Zeit, Ä, fi y Ö, ä auf. 
Denkt man sich diese als beliebige Funktionen der Zeit, so werden 
die Kräfte im allgemeinen trotz der räumlichen Verteilung nicht 
konservativ sein. Beruhen aber die durch diese Gröfsen beschrie- 
benen Bewegungen auf der Elasticität der Kugeln oder der vielleicht 
vorhandenen Verbindungen unter denselben, und drücken wir 
ß, fi, Ö, ä als Funktionen der Verrückungen aus, so wird man zu 
Kräftefunktionen kommen, welche die konservative Natur der Kräfte 
explicite hervortreten lassen. 

Wenn wir den Fall synchroner Schwingungen permanenter Natur 
voraussetzen, und die Funktionen der Zeit durch ihren von der Zeit 
unabhängigen quadratischen Mittelwert ersetzen, so kommen wir 
auch auf Kräftefunktionen, aus denen die konservative Natur der 
Kräfte unmittelbar hervorgeht 

184. Über eine Eigenschaft der Kräftefonktionen. — Dafs die 
hydrodynamischen Fernkräfte, insofern sie beobachtbare Bewegungen 
erzeugen, diejenigen allgemeinen Eigenschaften, also auch die des 
Konservatismus, besitzen, welche man solchen Kräften in der ratio- 
nellen Mechanik beilegt, haben wir jetzt allgemein nachgewiesen. 

Noch ein paar allgemeine Eigenschaften lassen sich hinzufügen, 
welche man nicht mehr in der rationellen Mechanik allen Kräften 
zuschreibt, aber die man doch bei ausgedehnten Klassen von Natur- 
kräften vorfindet 
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Zunächst machen wir darauf aufmerksam, dafs die entwickelte 
Kräftefunktion 176 (d) für die energetischen Wechselwirkungen im 
Kugelsystem in linearer Weise aus Ableitungen des Ausdruckes 

— nach a kJ b k , e k oder a , b , o zusammengesetzt ist, wie man sofort 

Tjtg 9 9 9 

erkennt, wenn man die Bedeutung der zusammengesetzten Operation 
X g X k beachtet Jedes Glied der Kräftefunktion und folglich auch 
die Kräftefunktion *P selbst wird deshalb eine Lösung der Gleichung 

<») # + # + #-• 

sein. Die Kräftefunktion 171 (e) für die inducierende Kraft, mit der 
eine Kugel k eine Kugel g angreift, hat dieselbe Eigenschaft. Denn 
das darin enthaltene <p k ist eine Lösung von (a), und die Differen- 
tiationen nach t und nach a , b , e können in beliebiger Beihenfolge 
ausgeführt werden. Bildet man durch Superposition die Kräfte- 
funktion für die inducierende Gesamtkraft, mit der die n - 1 ent- 
fernten Kugeln k die Kugel g angreifen, so kommt man wieder zu 
einer Funktion, welche die Eigenschaft (a) besitzt 

In dieser Gleichung (a) sind a , 6 , e die Koordinaten des Mittel- 
punktes derjenigen Kugel, welche die Kraft erleidet Da eine Kugel 
nie in eine andere eindringen kann, ist die Eigenschaft (a) auf den 
Baum aufserhalb der wirkenden Kugeln beschränkt Wir ziehen 
also den folgenden Schlufs, welcher, mit gleichem Becht für Induktions- 
kraft und Energiekraft getrennt, als für die totale hydrodynamische 
Fernkraft gültig ist: 

Überall im Baume aufserhalb der wirkenden Kugeln erfüllen die 
Potentiale der hydrodynamioshen Fornkräfte die Laplace'eche Gleichung. 

185. Abhängigkeit der Kraft von dem Volumen der Körper. — 

Die Kräftefunktion W k für die energetische Wechselwirkung zweier 
Kugeln g und k ist eine quadratische Form in den Gröfsen JlJ . 1 9 
Ö _, ä und £l k , f k9 Ö k , ä k , und zwar in der Weise, dafs nur die 
rektangulären und nicht die quadratischen Glieder vorkommen, wie 
die entwickelte Form 167 (e) dieser Funktion zeigt Nun enthalten 
die vier ersten dieser Gröfsen das Volumen E der Kugel g, die vier 
letzten das Volumen E k der Kugel k als Faktor [19 (c) und 68 (c)]. 
Folglich ist die Kräftefunktion, also auch die daraus durch Diffe- 
rentiation nach den Koordinaten abgeleitete Energiekraft proportional 
dem Produkt der Volumina der beiden Kugeln. Dasselbe Produkt 
der Volumina beider Kugeln bleibt erhalten, wenn man durch Diffe- 
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rentiation nach d g , b g , ö g [vergl. 171 (b)] und nachträgliche totale 
Differentiation nach t die inducierende Fernkraft der Kugel g gegen 
die Kugel k bildet Also schliefsen wir: 

Die hydrodynamische Fernkraft, mit der eine Kugel auf eine andere 
wirkt, ist proportional dem Produkt der Volumina beider Kugeln. 

Diese Eigenschaft hat besonderes Interesse in Verbindung mit 
den zu Newton's Zeit geführten Diskussionen über die Fernwirkungen. 
Von Seiten der Newtonianer wurde als ein prinzipieller Einwand 
gegen die Ansichten der Kartesianer angeführt, dafs die Schwerkraft 
der Masse und folglich dem Volumen des Körpers proportional ist, 
während eine von dem Druck eines Mediums herrührende Kraft der 
Oberfläche des gedrückten Körpers proportional sein müsse. Letzteres 
ist also nicht allgemein richtig. Der Trugschluß beruht darauf dafs 
die in einer bestimmten Richtung bewegende Druckkraft nicht dem 
Druck selbst, sondern dem Drucküberschufs auf der einen Seite der 
Kugel relativ zu dem anderen proportional ist Dieser Drucküber- 
schufs wird aber proportional dem Volumen und nicht proportional 
der Oberfläche der Kugel zunehmen. 

186. Zusammenfassung der gefundenen Resultate. — Denken 
wir uns nun einen Beobachter, welcher die Flüssigkeit nicht sehen 
kann, aber das Vermögen hat, die Bewegung jeder Kugel in allen 
Einzelheiten zu verfolgen. Dieser Beobachter würde sehen, dafs die 
Bewegung des Kugelsystems nicht so verläuft, wie die Bewegung 
eines materiellen Punktsystems unter dem Einflüsse gegenseitiger 
Fernkräfte verlaufen würde, welche diejenigen Eigenschaften besitzen, 
die man solchen Kräften in der auf der GAULEi-NEWTOx'schen 
Grundlage aufgebauten rationellen Mechanik beilegt Dnd zwar würde 
der Unterschied besonders in drei Punkten hervortreten. 

Das Trägheitsprinzip tritt insofern in modificierter Form au£ 
als das Fortschreiten einer Kugel, welche von den anderen Kugeln 
genügend entfernt ist, nicht mit konstanter Geschwindigkeit, sondern 
mit einer gewissen rhythmischen Geschwindigkeit mit konstantem 
Mittelwert stattfinden würde. Eine ähnliche rhythmische Natur 
würde die träge Reaktion einer Kugel gegen die Wirkung der von 
den anderen Kugeln herrührenden Fernkräfte haben. 

Die Kraft, welche eine Kugel auf eine andere ausübt, würde 
zwar von der Geschwindigkeit desjenigen Körpers unabhängig sein, 
welcher die Wirkung erleidet, nicht aber von der Geschwindigkeit 
desjenigen, der die Wirkung ausübt 
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Das Prinzip von der gleichen Wirkung und Gegenwirkung würde 
nicht gültig sein. 

Nehmen wir dagegen an, dafs der Beobachter nur die langsam 
verlauf enden, progressiven Bewegungen des Systems sehen könne, 
nicht aber die schnell verlaufenden Schwingungen, und dafs er nur 
die Mittelwerte der Kräfte zu messen im stände sei, nicht aber 
ihren wirklichen Wert zu jeder beliebigen Zeit, so würde er keine 
Abweichungen von denjenigen Bewegungen entdecken können, welche 
die GALiLEi-NirwTON'sche Mechanik verlangt 

Wir sind deshalb berechtigt, den folgenden Schlufs zu ziehen. 

Wir denken uns eine Welt, konstruiert in molekularer Weise 
aus beliebig vielen Kugeln, die in einer reibungslosen und inkom- 
preßsiblen Flüssigkeit schwimmen. Die Kugeln dürfen in beliebiger 
Weise zu Körpern gruppiert sein, und mögen infolge innerer Elasti- 
cität in pulsierenden und oscillierenden Bewegungen begriffen sein. 
Aufsere starre oder elastische Verbindungen dürfen auch vorkommen, 
vorausgesetzt, dafs dieselben so fein sind, dafs sie die Bewegung der 
Flüssigkeit nicht stören. 

Die Bewohner einer solchen Welt würden durch das Studium 
der ihnen zugänglichen Bewegungserscheinungen zu dem Resultate 
kommen, dafs unter den getrennten Körpern Wirkungen in die 
Ferne thätig sind, und dafs alle Bewegungen in dieser Welt in 
Übereinstimmung mit den Prinzipien der Galilei - Newton' sehen 
Mechanik verlaufen. 

187. Hertz' Mechanik. — Der Weltmechanismus, den wir uns 
in dieser Weise vorstellen, ist ein Mechanismus, in dem Fern- 
wirkungen nicht vorkommen, aber wo doch die Fernwirkungsgesetze 
zu gelten scheinen. Wir wollen dieses Resultat mit demjenigen 
vergleichen, zu welchem Hertz in seiner berühmten Mechanik ge- 
kommen ist 

Hertz baut seine Mechanik auf der Vorstellung eines Welt- 
mechanismus auf, wo überall starre Verbindungen bestehen, und wo 
Wirkungen in die Ferne nicht vorkommen, einem Mechanismus, 
welcher also in dieser Hinsicht mit dem unserigen wesentliche Züge 
gemein hat. Hertz beschränkt sich aber nicht auf die Elimination 
der Fernkraft, sondern er hat jeden Kraftbegriff von Anfang an als 
Fundamentalbegriff seiner Mechanik vermieden. Ohne jede Er- 
wähnung der Kraft wird ein Axiom aufgestellt, welches die Bewegung 
des ganzen Weltmechanismus bestimmt; und erst nachträglich wird 
die Kraft als eine reine Hilfsvorstellung eingeführt, um es möglich 
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zu machen, die Bewegung eines bestimmten Teiles des Mechanismus 
für sich zu beschreiben, ohne jedesmal den gesamten Weltmechanis- 
mus in Betracht zu ziehen. Die in dieser Weise als abgeleitete 
Gröfsen eingeführten Kräfte untersucht Hertz, beweist, dafs sie die 
in den NEWTON'schen Bewegungsgesetzen enthaltenen Eigenschaften 
besitzen, und findet, dafs sich der abgetrennte Teil des Mechanis- 
mus nach den Bewegungsgleichungen der gewöhnlichen Mechanik 
bewegen mufs. 

188. Verschiedenartigkeit der erreichten Resultate. — Der 
Begriff der Kraft wird also in der ÜEBTz'schen Mechanik in ganz 
ähnlicher Weise eingeführt, wie der Begriff der scheinbaren Fern- 
kraft in unserer Entwicklung. Eine formelle Übereinstimmung 
des Gedankenganges und der verwendeten Methode fällt somit so- 
fort auf. 

Wie man aber auch bemerkt, besteht gleichzeitig eine wesent- 
liche Verschiedenheit. Die Kräfte, welche wir in unseren hydro- 
dynamischen Problemen eingeführt haben, haben die Natur von 
Fernkräften, die von bestimmt angebbaren, entfernten Kugeln her- 
rühren. Die Kräfte dagegen, deren Eigenschaften Hebtz studiert, 
sind und bleiben Berührungskräfte. Ihre Beziehungen zu demjenigen 
Mechanismus, welcher die Kraft erleidet, und zu dem vielleicht un- 
sichtbaren, aber doch als unmittelbar angekoppelt betrachteten Me- 
chanismus, welcher die Kraft ausübt, werden erschöpfend behandelt. 
Eine Identificierung der Kräfte mit bestimmten, von bestimmt an- 
gebbaren, entfernten Teilen des Mechanismus ausgehenden Fern- 
kräften findet dagegen nicht statt 

Hertz macht hierauf mit voller Deutlichkeit aufmerksam bei der 
Ableitung des Prinzips von der gleichen Wirkung und Gegenwirkung. 1 
Der Satz wird nur flir unvermittelte, nicht für vermittelte Kräfte 
oder Fernkräfte bewiesen. Dasselbe kann mit gleichem Rechte für 
die übrigen von Hebtz abgeleiteten Fundamentaleigenschaften seiner 
Kräfte angeführt werden, beispielsweise für das Superpositionsprinzip. 2 
Dasselbe wird auch nur für den Fall einer unmittelbaren Koppelung 
bewiesen, und es bleibt eine offene Frage, ob es noch seine Gültig- 
keit bewahren wird, wenn die Kraftkomponenten durch ihren Ursprung 
in entfernten, indirekt angekoppelten Teilen des Mechanismus definiert 
werden sollen. 



1 Hebtz, Mechanik, Lehrsatz 468, Anmerkungen 469 und 470. 
8 Hebtz, Mechanik, Lehrsatz 471. 
Bjerxxes, Vorlesungen. I. 18 



1 
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Solche Eigenschaften müssen in allen Fällen, wo wir ihnen in 
der Natur begegnen, nach Hebtz als besondere Erfahrungen über 
besondere Fernkräfte aufgefafat werden, und von ihrer Herleitung 
kann erst die Bede sein, wenn genauere Angaben über die Natur 
des Zusammenhanges zwischen den beiden getrennten Körpern vor- 
liegen. 

Diese Angaben über die Natur des Zusammenhanges liegen in 
dem von uns behandelten Falle vor, weil wir einen Mechanismus 
bestimmt angegebener Konstruktion vor uns gehabt haben, während 
Hebtz nach seinem Plane und Ziele die Konstruktion seines Mecha- 
nismus absolut allgemein halten mufste. Diese speciellere Natur 
unserer Aufgabe hat es uns möglich gemacht, die hydrodynamischen 
Druckkräfte als Fernkräfte bestimmt identificierbaren Ursprunges 
behandeln zu können. Dabei hat sich beispielsweise Hebtz' aus- 
drückliche Reservation gegen die Verwendung des Gegenwirkungs- 
prinzips auf vermittelte Wirkungen als vollständig berechtigt er- 
wiesen. Denn dieses Prinzip hat für die hydrodynamischen Fern- 
kräfte keine allgemeine Gültigkeit Gleichzeitig haben wir aber 
zeigen können, dafs es für einen Beobachter mit beschränktem 
Wahrnehmungsvermögen erfüllt scheinen mufs. 

Ganz allgemein können wir deshalb das Verhältnis der von uns 
dargelegten hydrodynamischen Untersuchungen zu der HEBTz'schen 
Mechanik in folgender Weise charakterisieren: 

Hebtz hat in seiner Mechanik den ersten Versuch gemacht, 
eine allgemein gültige Grundlage für solche Vorstellungen zu schaffen, 
von deren Weiterführung im speziellen unsere Untersuchungen ein 
Beispiel geben. 



Siebenter Abschnitt, 

Verifikation der erhaltenen Resultate mit Hilfe der 
Lagrange'schen Bewegungsgleichungen. 

189. Auffassung des vollständigen Systems der Kugeln und der 
Flüssigkeit als eines einzigen Mechanismus. — Ehe wir die Dis- 
kussionen weiter fortsetzen, wird es zweckmässig sein, dafs wir eine 
unabhängige Verifikation der erhaltenen Resultate geben, um so 
mehr, als wir dadurch eine an sich bemerkenswerte Methode zur 
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Verwendung bringen, welche eben für die Untersuchungen hydro- 
dynamischer Fernkräfte äufserst wertvoll ist. 

Die Methode, die wir nach der Erledigung des rein kinema- 
tischen Teiles unserer Aufgabe benutzt haben, ist die rein hydro- 
dynamische gewesen. Wir haben den Druck der Flüssigkeit 
gegen eine Kugel betrachtet, und die daraus hervorgehende Druck- 
kraft berechnet. Wir können aber auch einen anderen Weg ein- 
schlagen, wonach wir nicht auf die Betrachtung des Flflssigkeits- 
druckes zurückzugreifen brauchen, sondern nur allgemeine dyna- 
mische Methoden zur Verwendung bringen. Das ganze System der 
Engeln und der Flüssigkeit fassen wir dann als einen einzigen 
Mechanismus auf. Die Konfiguration und Lage dieses Mechanismus 
läfst sich durch die 4n Koordinaten a , b , o _, d eindeutig be- 
schreiben. Verändern sich diese Gröfsen in der Zeit, so bewegt 
sich der Mechanismus, und die Bewegung wird überall in demselben 
Augenblicke aufhören, in welchem die Veränderung dieser Gröfsen 
aufhört (16). Die Bewegung eines solchen Mechanismus läfst sich 
nach Lagbange durch 4 n Bewegungsgleichungen beschreiben, die wir 
sofort aufschreiben können, wenn wir die kinetische Energie des 
Systems als Funktion der Koordinaten und der Zeitableitungen der 
Koordinaten kennen. 

Wir können diese Methode auch als die des HAHrLTorfschen 
Prinzips bezeichnen, weil man durch Anwendung dieses Prinzips 
ebenfalls zu den LAGRANGE'sehen Bewegungsgleichungen kommt. 

190. Die Energie einer KugeL — Die Gesamtenergie % des 
Systems wird aus zwei partiellen Energiebeträgen bestehen, der 
Energie T° der Kugeln, und der Energie T der Flüssigkeit: 

(a) % = T° + T. 

Die Energie T° zerlegt sich wieder in n Teile, nämlich die Energien 
Tg der einzelnen Kugeln g: 




(b) I* - >9T g . 



Eine beliebige Kugel g hat nach unseren Voraussetzungen eine 
zusammengesetzte translatorische und expansive Bewegung, welche 
das Potential 35 (a) oder 

(c) ft> g - d g {x - a g ) + b g (y - b g ) + 6 9 {z - c g ) + ^r» 

18* 
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hat. Die Geschwindigkeitskomponenten u, v, w in einem beliebigen 
Punkte im Innern der Kugel finden wir durch Ableitung nach x,y,z, 
nämlich 

(d) , -* f+ 4 (ir - Jf ) 

9 dg ^ *' 

Wenn die Dichte der Kugel ist, so wird die kinetische Energie 
durch Berechnung des Integrals 

(e) T f ° = i 0, J{ u* + v* + w 2 )dr 

gefunden, wo dr das Volumelement ist, und die Integration über 
das ganze Innere der Kugel auszudehnen ist 

Wenn man nach (d) die Quadrate von u, v 9 w bildet und sum- 
miert, so findet man Tjj als die Summe von drei Integralen. Eins 
derselben mufs verschwinden, da es das Integral eines in x — a , 
y — b , % — o linearen Ausdruckes, also einer räumlichen Kugel- 
funktion erster Ordnung ist [82 (C)]. Die Ausfuhrung der beiden 
anderen Integrale bietet keine Schwierigkeiten, und man findet 

(f) T; = \Q g .$ndl\dl + bl+el+\dl\, 
oder, wenn wir die Masse M der Kugel einführen, 
(f) T* = lM g {d*+bZ+6l+id 8 '}. 

191. Transformation des Integrals für die Energie der Flüssig- 
keit. — Wenn <p das Geschwindigkeitspotential und q die Dichte 
der Flüssigkeit ist, so ist die kinetische Energie der Flüssigkeit 
durch das Integral 

« '-*«/{ (ST +&)"+(£)> 

gegeben, wo die Integration über alle Volumelemente dr der Flüssig- 
keit auszudehnen ist 

Eine Transformation nach dem GnEEN'schen Satze wird T die 
Form eines Oberflächenintegrals geben. Setzen wir nämlich in der 
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Formel 82 (a) y = gp, und erinnern ans, dafs überall in der Flüssig- 
keit v 2 9 == ist, so erhalten wir 

wo die kubische Integration über einen beliebig begrenzten Teil der 
Flüssigkeit und die Flächenintegration über die Grenzfläche a dieses 
Volumens auszudehnen ist. n ist die nach aufsen gerichtete Normale 
dieser Grenzfläche. 

Die Grenzfläche a können wir jetzt in der folgenden Weise 
wählen: sie kann aus den Oberflächen sämtlicher Kugeln unseres 
Systems und einer Kugel mit sehr grofsem Radius bestehen, welche 
das ganze System umschliefst Läfst man aber den Radius R der 
letzten Kugel unbegrenzt anwachsen, während ihr Mittelpunkt bei- 
spielsweise im Schwerpunkte des Kugelsystems liegen bleibt, so wird 
der Wert des Flächenintegrals über diese Kugelfläche sich auf Null 
reducieren. Denn auf dieser Kugelfläche wird der Wert des Po- 
tentials q> wie eine Gröfse der Ordnung -=- , die Geschwindigkeit ^ 

wie eine Gröfse der Ordnung -^ abnehmen, während die Oberfläche, 

über welche das Integral zu berechnen ist, nur proportional der 
Gröfse R 2 zunimmt, so dafs das Flächenintegral als eine kleine 

Gröfse der Ordnung -^ verschwindet 

Die Energie der ganzen Flüssigkeit wird deshalb als ein Flächen- 
integral gefunden, welches über die Oberflächen der n Kugeln g aus- 
zudehnen ist Das Integral zerlegt sich also in eine Summe von n. 
einfachen Integralen, 

n 

(o) T = 2fT g , 

1 

deren jedes Glied T das über die Oberfläche einer bestimmten 
Kugel g ausgedehnte Integral darstellt Bemerken wir jetzt weiter, 
dafs n die von der Flüssigkeit in die Kugel hinein gerichtete Normale 
bedeutet, so kann an der Oberfläche der Kugel g die Normale n 
durch den negativen Radius r g ersetzt werden. T g läfst sich also 
in der Form 

schreiben, wo da ein Element der Oberfläche der Kugel # bedeutet 
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192. Berechnung des Energieintegrali an der Oberfläche einer 
KugeL — Zur Berechnung des Energiegliedes T g genügt also die 
Kenntnis des Geschwindigkeitspotentials (p und der normalen Ge- 

schwindigkeitskomponente -~ an der Oberfläche der Eugel g. Die 

U Tg 

letztere Gröfse ist mit der zur Grenzfläche normalen Komponente 
der Geschwindigkeit eines Punktes der Eugel identisch. Also 



« (ftU - * + "' T* + >' *? + * 



X — 6g 



d, 



wo, wie früher, x, y, od die laufenden Koordinaten an der Oberfläche 
der Kugel sind. 

Den Wert des Potentials cp in der Umgebung einer beliebigen 
Kugel g des Kugelsystems haben wir in der Form 77 (b) dargestellt 
Da nur die Werte an der Oberfläche der Kugel in Frage kommen, 
können wir sofort die Substitution r g = d g , x = x\ y = yf, x = %' 
ausführen, wonach 77 (b) die Form 

y' = - [<^-(9V)J 



"I™ . • • • 



annimmt Die durch Punkte angedeuteten Glieder sind homogen 
zweiten oder höheren Grades in x — a g , y — b g , z' — c g . Das in 
dieser Reihe auftretende tp Y hat den Wert 76 (d) oder 

go 9r - 2v*+22n* + ••■ 



Die erste Zeile der Formel (b) ist eine Kugelflächenfunktion 
von der Ordnung Null, die zweite eine von der Ordnung 1, und die 
folgenden Zeilen werden Kugelflächenfunktionen immer höherer Ord- 
nungen darstellen. Jetzt soll aber mit (a) multipliciert werden, 
welches die Summe einer Kugelflächenfunktion von der Ordnung 
Null und einer von der Ordnung 1 ist Im Integral werden des- 
halb die in cp enthaltenen Glieder höherer Ordnungen bedeutungslos 
werden. Wenn wir die Produkte der Kugelflächenfunktionen gleicher 
Ordnung der Ausdrücke (a) und (b) bilden, und zur Berechnung der 
Integrale die Formeln 83 (c) und (e) benutzen, so ergiebt sich für T 
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T f - 2*qd$d t [d t d f -{ 9r ) t ] 

+*f*WH-t(&) f l + «b[rt-*(J?) f I+- t [*'-t(J?)J 

oder durch veränderte Ordnung der Glieder and Einführung des 
Volumens E g und der Volumänderungsgeschwindigkeit & t der Eugel (19): 

( c ) 



9 



Durch Summation nach g findet man dann die Gesamtenergie T 
der Flüssigkeit, und zwar wird die Genauigkeit, womit man den 
Wert dieser Energie findet, ausschliefslich von derjenigen Genauig- 
keit abhängen, mit der man im Ausdrucke von T den Wert von 
(p Y berücksichtigt 

193. Die Energie der Flüssigkeit in erster und zweiter An- 
näherung. — In der ersten Annäherung setzen wir das <p Y voll- 
ständig aufser Betracht (78), dafs heifst, wir sehen die Geschwindig- 
keit, welche die entfernten Kugeln an der Oberfläche der Eugel g 
erzeugen, als verschwindend klein an im Vergleich zu der Geschwin- 
digkeit, welche die Eugel g selbst erzeugt. T g reduciert sich dann 
einfach auf die erste Zeile rechts der Formel 192 (c). Führen wir 
hier gleichzeitig die verdrängte Flüssigkeitsmasse m = q E ein, und 
summieren über sämtliche Engeln, so finden wir: 

W T = i2 m »K f+i 5 + ^ + 8d »}- 

In dieser Annäherung ist die Energie der Flüssigkeit von den Ko- 
ordinaten der einzelnen Engeln unabhängig. Sie tritt einfach als 
die Summe von n Gliedern auf, deren jedes die Energie darstellt, 
welche eine einzige Eugel, wenn sie allein vorhanden wäre, in der 
Flüssigkeit durch ihre Bewegung erzeugen würde. Betrachtet man 
deshalb die Bewegung des Eugelsystems in dieser Annäherung, so 
fällt jede Wechselwirkung unter den Engeln fori 

In der zweiten Annäherung haben wir das erste Glied von <p r 
in Betracht zu ziehen: 



Bei diesem Genauigkeitsgrade können wir die Substitution x = a , 
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y = b , x = o in <p k vor der Differentiation ausführen (78), und den 
Ausdruck der Energie der Flüssigkeit in der Form 

(b) 

- hXS Wv& + W*. 55 + ^5? + d <S } 

schreiben. 

Diese zweite Annäherung, bei der wir alle in rp Y auftretenden 
Reaktionspotentiale vernachlässigen, giebt eben die Genauigkeit, die 
wir bis jetzt durchgehend bei der Diskussion der hydrodynamischen 
Fernkräfte verwendet haben. Wir können deshalb bei diesem An- 
näherungsgrade nach 166 (a) die Produkte -f- E g d g , $E g b g , \E g 6 g mit 
den Komponenten i^, Ö g , ä g des Aktionsmomentes identifizieren. Die 
zweite Zeile von (b) enthält dann das Resultat, welches man durch 
Anwendung der Operation % g auf die Funktion {(p^ g erhält. Drückt 
man nach (167) (<p^ g durch die Operation / k aus, so wird 



r- i^^{^W + *^ + 4^ + «4))+i?2JS yirfc ^ , 



oder 

(b) t = i^{«»(df +*; +^s+«o} + v, 

wo *P die früher gefundene Funktion 176 (d) ist 

In dieser Funktion treten die Koordinaten der einzelnen Kugeln 
auf, und die Energie ist in dieser Annäherung nicht nur von den 
Bewegungen, sondern auch von der gegenseitigen Lage der Kugeln 
abhängig. Das neu hinzugekommene Glied W können wir deshalb 
als einen Ausdruck der gegenseitigen kinetischen Energie der 
in der Flüssigkeit bewegten Kugeln bezeichnen. 

194. Die Bewegungsgleichungen einer KugeL — Die Gesamt- 
energie des bewegten Systems erhalten wir, wenn wir zu der eben 
gefundenen Energie T der Flüssigkeit die Energie T° der Kugeln 
fügen. Es ergiebt sich dann 

% = \^M g \ä* + b* + ö* + l<P\ 
(a) 

+ ±S2m g \d* + b* + ö* + GA + W. 
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Bedeuten jetzt £ g ,%, 3 g die Komponenten der fremden Kraft, 
welche im Mittelpunkt einer bestimmten Kugel g des Kugelsystems 
angreift, so kann man nach Lagbange für die Bewegung des Mittel- 
punktes a g , b g , c g dieser Kugel die Gleichungen 



(b) 



d ex 

dt bd 9 


8X 

d(lg 


= 36, 


d dX 

dt dbg ' 


dX 

dbg 


= 9, 


d dX 
dt ddg 


dX 

dCg 


= 3g 



aufstellen. 

Zerlegen wir % in seine zwei Teile T° und T und ziehen die- 
jenigen Glieder, welche T enthalten, auf die rechte Seite hinüber, 
während wir auf der linken Seite die Differentiationen des T° aus- 
führen, so nehmen diese Gleichungen folgende Form an: 



d_ öT , d_T_ 
dt ddg ddg 



M 9 a 9 — ~" Ti äX + f— -h *>g 



(C) Mgbg - -- g £ + _ + fl f 



rf ar dr_ 

dt ddg dcg 



M 9°9 — A* /M- + *_ "t- ö? • 



Führen wir weiter auf der rechten Seite die Differentiationen 
aus, und bemerken, dafs a g , b g , o g nur in *P vorkommen, so ergiebt 
sich 

um •• i d r a \ d dW . d*P . „ 

MgOg i^K^) - äi ddg + dtg + *' 

(d) 1/^ - - i^K» f ) - ^ j^ + - db - + % 

d d dW d*P 

M g e g i s (*■**) -atw § + dV g + 3 * • 

Diese Gleichungen haben genau die Form der Bewegungsgleichungen 
einer Kugel g mit der Masse M g im leeren Baum, wenn dieselbe 
von einer fremden Kraft (dc g , ty g , Q g ) und aufserdem von drei Kräften 
angegriffen wird, die den Einflufs der Flüssigkeit auf die Be- 
wegung der Kugel darstellen. In der ersten Kolonne rechts stehen 
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nämlich die Komponenten der lokalen Kraft 163 (a), in der zweiten 
Kolonne die Komponenten der inducierenden Fernkraft 177 (c), 
und in der dritten Kolonne die Komponenten der energetischen 
Fern kraft 176 (c). 

Unsere früheren Resultate sind somit verificiert, und gleichzeitig 
haben wir eine neue Definition der Funktion V gefunden, aus 
welcher man die hydrodynamischen Femkräfte ableiten kann: sie 
stellt die gegenseitige kinetische Energie der in der Flüssig- 
keit bewegten Kugeln dar. Für einen Beobachter, welcher die 
Flüssigkeit und die kleinen Bewegungen der Kugeln nicht sieht, und 
welcher folglich nur die Energiekraft, nicht die Induktionskraft 
kennt, wird die kinetische Natur dieser Energie nicht erkennbar 
sein; er wird — ^ als die gegenseitige potentielle Energie 
der Kugeln auffassen. 

Die hier verwendete Methode ist besonders zu empfehlen, wenn 
man mehr in den Einzelheiten einen Vergleich mit den Ergebnissen 
der ÜEBTz'schen Mechanik durchführen wilL 



Achter Abschnitt 

Die permanenten Energiekräfte zwischen pulsierenden und 

oseillierenden Kugeln. 

195. Kräftefanktion der permanenten Energiekaft für zwei 
Kugeln. — Aus den vorhergehenden Untersuchungen ist als allge- 
meines Resultat hervorgegangen, dafs diejenigen hydrodynamischen 
Fernkräfte niederer Ordnung, welche sichtbare Bewegungen der 
Kugeln erzeugen, nach den allgemeinen Gesetzen der Galilei- 
NEWTON'schen Mechanik wirken. Wir werden jetzt die Wirkungen 
dieser Kräfte in den Einzelheiten untersuchen. Wir sehen dabei 
ganz von der inducierenden Fernkraft ab, und betrachten nur die 
energetischen Kräfte niederer Ordnung oder die permanenten Energie- 
kräfte. Weiter beschränken wir uns auf die Betrachtung der Wechsel- 
wirkung von nur zwei Kugeln k und g. 

Als Grundlage unserer Untersuchungen können wir dann die 
Kräftefanktion 

W »1. ■ «w» ts- 



(b) 
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nehmen, oder in vollständig entwickelter Form: 

Wir werden jetzt die einzelnen Glieder dieser Kräftefunktion 
nacheinander untersuchen. 

196. Die Wechselwirkung zwischen pulsierenden Kugeln. — 

Denken wir uns erst den Fall, dafs die Kugeln keine permanenten 
Aktionsmomente haben, so dafs fy = Ö g = fi g = &* = Ö k = ä k = 0. 
Die Kräftefunktion reduciert sich dann auf: 

(■) *W - wM^r, 

oder 



r *i 



Die Lage der Kugeln relativ zu einander ist vollständig durch den 
Abstand r^ gegeben. Es wird also eine Kraft auftreten, welche 
diesen Abstand zu verändern sucht, und welche den Wert 

(c) ~ö% " ~ q ^n g 

hat 

Diese Kraft ist negativ oder anziehend, wenn die Volumänderungs- 
geschwindigkeiten £ k und £ g beider Kugeln das gleiche Vorzeichen 
haben, beispielsweise, wenn sich beide Kugeln gleichzeitig ausdehnen 
(Figur 86 a), oder wenn sich beide gleichzeitig zusammenziehen. Da- 
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gegen ist die Kraft positiv oder abstofsend, wenn sich die eine Kugel 
ausdehnt, während sich die andere zusammenzieht (Figur 36 b). Die 
Kraft nimmt umgekehrt wie das Quadrat des Abstandes ab. 

Die Erscheinung wird, wenn man die Flüssigkeit oder die kleinen 
Bewegungen nicht sieht, vollständig wie eine Fernwirkungserschei- 
nung aussehen. Vergleicht man aber mit den in 129 dargestellten 
Resultaten, so ist die Ursache der Erscheinung vollständig klar: jede 
Kugel befindet sich in dem von den anderen herrührenden Strom, 
und bewegt sich während der Expansion gegen, während der Kon- 
traktion mit diesem Strome (Figur 32 a und b). 

Sind die Volumänderungen periodisch, so wird die Kraft wech- 
selndes Vorzeichen und den Mittelwert Null haben, solange die 
Perioden verschieden sind. Nähern sich die Pulsationen dem Iso- 
chronismus, so treten langsame Schwankungen des Mittelwertes der 
Kraft ein (Figur 30). Die Kugeln werden sich periodisch mit langer 
Periode gegeneinander nähern und voneinander entfernen, aber im 
Mittel immer noch ihre Lage behalten. 







a b 

Fig. 36. Wechselwirkungen zwischen pulsierenden Kugeln. 

Tritt Isochronismus ein, so hat die Kraft einen an Vorzeichen 
unveränderlichen Mittelwert, und das Vorzeichen hängt von der 
Phase ab. Bei gleicher Phase tritt die maximale Anziehung, bei 
entgegengesetzter Phase die maximale Abstofbung ein (Figur 31a 
und c), und zwischen diesen Grenzfällen ist ein kontinuierlicher 
Übergang, so dafs die Kraft Null wird bei einem Gangunterschied 
von einer viertel Phase. Die Wechselwirkungen zwischen pulsierenden 
Kugeln aller Phasen kann man sich veranschaulichen, wenn man 
sich eine Anzahl von pulsierenden Kugeln auf einen Kreis in solcher 
Weise verteilt vorstellt, dals die Winkel zwischen den Radien, welche 
vom Mittelpunkte des Kreises zu den einzelnen Kugeln führen, den 
Phasenunterschied unter den Pulsationen der betreffenden Kugeln 
darstellt. In diesem Kreise werden die nebeneinander befindlichen 
Kugeln einander anziehen, die diametral gegenüberliegenden Kugeln 
einander abstofsen, und die 90° voneinander liegenden Kugeln 
sich zu einander neutral verhalten. 



\ 
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Denken wir uns schliefslich, dafs keine andere Phase als die 
gleiche oder die entgegengesetzte vorkommt, so liegt der Fall des 
Synchronismus vor. Die Formeln (b) und (c) können dann mit 
gleichem Recht zur Darstellung der augenblicklich vorhandenen oder 
der mittleren Kraft dienen. In letzterem Falle sind 22* und £j g als 
quadratische Mittelwerte aufzufassen, die mit Vorzeichen versehen 
sind. Erinnern wir uns daran, dafs die Pulsationsintensitäten $ k und 
t] g gleiches Vorzeichen bei gleicher, und entgegengesetztes Vorzeichen 
bei entgegengesetzter Phase haben, so finden wir das Gesetz: 

Oleich pulsierende Kugeln ziehen einander an, entgegengesetzt pul- 
sierende stofsen einander ab mit einer Kraft, welche der Dichte der Flüssig- 
keit und dem Produkt der Pulsationsintensitäten direkt und dem Quadrat 
der Entfernung umgekehrt proportional ist. 

Betrachtet man die Stromfelder, so hat man also Anziehung 
bei einem Felde wie Figur 2, Abstofsung bei einem wie Figur 3. 

Es hat auch noch Interesse, zu bemerken, dafs man in den 
Formeln (b) und (c) die Pulsationsintensitäten tl g und iJ k durch die 
Pulsationsmomente E g und J? fc [104 (B)] ersetzen kann. Als Faktor 
wird dann anstatt der Dichte q die reciproke Dichte oder das spe- 
cifische Volumen der Flüssigkeit auftreten. Ein besonderes Interesse 
hat aber die unsymmetrische Form: 

a k a k 

wo der von der Flüssigkeit herrührende Faktor nicht mehr explicite 
auftritt, und wo das Produkt der Pulsationsintensität der einen 
Kugel in das Pulsationsmoment der anderen das Mafs für die Gröfse 
der Kraft abgiebt 

197. Die Kräftefunktion för die Wechselwirkung zwischen 
einer pulsierenden und einer oscillierenden Kugel. — Wir gehen 
jetzt zu dem nächsten Fall über, wo die eine Kugel g nur pulsierend, 
die zweite k nur oscillierend ist. Setzt man in 195 (b) P g = Q g = S g 
= ijjc = 0, so reduciert sich die Kräftefunktion auf: 

(a) «. - ,{**£ j4 + Wi : J^" + 4A£ ^}. 

Benutzt man die Operationszeichen %g und xl (167), so läfst sich 
abgekürzt 
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0») ^ - rizl f±- 

schreiben. Bezeichnet man andererseits durch S k den Vektor, welcher 
die Komponenten fi k , Ö fc , S k hat, und benutzt die in 27 definierte 
Differentiation längs einer Achse, so kann man Wjgg auch in der Form 

(c) *- - 'M&th- 

darstellen. 

Wenn wir in (a) die Differentiation ausführen, so wird: 

(d) * = qSi *>{%-•>) + *>(>.;>*) + **:->) . 

Führen wir schliefslich Polarkoordinaten ein, und bezeichnen mit 6 
den Winkel, den das Aktionsmoment & h mit dem von Je nach g ge- 
richteten Radiusvektor r^ bildet, so wird 

(e) »„ = l^oo.*. 

Wenn die Pulsationen und Oscillationen erst mit verschiedenen 
Perioden verlaufen, und dann erst Isochronismus und nachher Syn- 
chronismus eintritt, so wird der Mittelwert der Kraft, als Funktion 
der Zeit betrachtet, genau wie im Fall der pulsierenden Kugeln erst 
einen langsam schwankenden Wert, und dann einen mit unveränder- 
lichem, vom Phasenunterschied abhängigem Vorzeichen annehmen. 
Wir brauchen deshalb die sich daran knüpfenden Überlegungen nicht 
jedesmal zu wiederholen, sondern können schon von Anfang an den 
einfachen Fall des Synchronismus voraussetzen und $J g und S k als 
quadratische Mittelwerte interpretieren. 

Es verdienen auch in diesem Falle, wie bei dem der pulsierenden 
Kugeln, die unsymmetrischen Formen 

(f) W, = ^4cosö - ^4cosö 

erwähnt zu werden. Der Faktor q, der der Repräsentant für das 
Eingreifen der Flüssigkeit in die Erscheinung ist, ist hier verschwun- 
den, während gleichzeitig ein Faktor, welcher den Bewegungszustand 
der Kugel in rein kinematischer Weise beschreibt, durch einen durch 
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die dynamische Wechselwirkung der Kugel und der Flüssigkeit de- 
finierten Parameter ersetzt ist 



198. Die Kraftwirkungen zwischen einer pulsierenden und einer 
oseillierenden Kugel — Um die Kräfte zwischen einer pulsieren- 
den und einer oseillierenden Kugel zu beschreiben, gehen wir am 
zweckmäfsigsten von der in Polarkoordinaten ausgedrückten Kräfte- 
funktion 197 (e) aus. Dieselbe enthält nur solche geometrischen 
Parameter, die für die gegenseitige Lage der Kugeln zu einander 
charakteristisch sind, die Lage der einen Kugel relativ zu der Os- 
cillationsrichtung der anderen mitgerechnet Diese Parameter sind 
der Abstand r^ und der Winkel 6. Durch Ableitung nach diesen 
Parametern finden wir die Kräfte oder Drehungsmomente, welche 
diese Parameter zu verändern suchen, ganz davon abgesehen, ob 
absolut genommen die Lageänderungen an der einen oder an der 
anderen Kugel stattfinden. 

Durch Ableitung nach r^ ergiebt sich also die gegenseitige rein 
anziehende oder rein abstofsende Kraft: 

(a) ^ = -2?^4cosö. 

Dieselbe nimmt im umgekehrten Verhältnis des Kubus des Abstandes 
ab, und hängt sonst an Gröfse und Vorzeichen von dem Winkel 
ab, welcher zwischen der Oscillationsachse der einen Kugel und der 
Bichtungslinie zu der anderen eingeschlossen ist 

Ist dieser Winkel gleich Null, und sind Aktionsmoment und 
Pulsationsintensität beide positiv, so hat die Kraft ihren gröfsten 
negativen oder anziehenden Wert (Figur 37 a); ist der Winkel 
gleich k, so hat die Kraft ihren gröfsten positiven oder abstofsenden 
Wert (Figur 37 b). Wenn sich also die pulsierende Kugel ausdehnt, 
während sich die oscillierende nähert, und sich zusammenzieht, 
während sich die oscillierende entfernt, so tritt Anziehung ein. Wenn 
sich dagegen die pulsierende Kugel ausdehnt, während sich die 
oscillierende entfernt, und sich zusammenzieht, während die oscil- 
lierende sich nähert, so erfolgt Abstofsung. In den zwischenliegenden 
Lagen ist kontinuierlicher Übergang, und zwar kommt keine an- 
ziehende oder abstofsende Komponente vor, wenn der Winkel gleich 

-|- ist, so dafs die Oscillationsachse senkrecht zur Verbindungslinie 

der Kugeln steht (Figur 37 c). 
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Durch Ableitung der Kräftefunktion nach 6 findet man das 
Drehungsmoment, welches den Winkel 6 zu verändern sucht: 



(b) 



8 0i 



Ä.Ä 



60 q 



* nr kg 



sind. 



Dieser Winkel kann sich in zweifacher Weise verändern: die 
oscillierende Kugel k kann festgehalten werden, und zwar mit un- 
veränderlicher Oscillationsrichtung, während die pulsierende Kugel g 
sich kreisförmig um Je bewegt Andererseits kann die pulsierende 
Kugel g festgehalten werden, während sich die Richtung der Oscilla- 
tionsachse der oscillierenden Kugel k verändert, sei es, dafs damit 
eine wirkliche Drehung der Kugel selbst folgt oder nicht (189). In 
allen Fällen wird das Drehungsmoment, welches den Winkel 6 zu 
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a 





Fig. 37, a, b und c. Wechselwirkungen zwischen einer pulsierenden 

und einer oscillierenden Kugel. 

verändern sucht, denselben Wert (b) haben, und den immer kleiner 
als % gerechneten Winkel zu verkleinern suchen. Die Intensität des 
Drehungsmomentes nimmt umgekehrt wie das Quadrat des Abstandes 
ab. Durch Division mit dem Abstände r\ findet man die ent- 
sprechende lineare Kraftkomponente, die die Verschiebung der pul- 
sierenden Kugel senkrecht zu der Verbindungslinie rv erzeugt Diese 
Kraftkomponente nimmt also, genau wie die radiale, umgekehrt 
wie der reeiproke Kubus des Abstandes ab. Das Drehungmoment 
ist Null, wenn der Winkel 6 gleich Null oder n ist (Figur 37 a und b). 
Dabei ist die erste Lage der Drehung gegenüber eine stabile, die 
zweite eine labile Gleichgewichtslage. Das Drehungsmoment hat 

seinen maximalen Wert, wenn 6 = -£- (Figur 37 c), und sucht, je 
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nach den Umständen! durch Verschiebung der pulsierenden oder 
durch Drehung der oscillierenden Kugel den Fall des stabilen Gleich- 
gewichtes (Figur 37 a) herzustellen. Man sieht, dafs die stabile Lage 
diejenige der gröfsten Anziehung, und die instabile diejenige der 
gröfsten Abstofsung ist 

Diese Anziehungen, Abstofsungen und Drehungen werden alle 
wie Fernwirkungen aussehen. Man überzeugt sich aber in allen 
Fällen leicht, dafs alles nach den früher gefundenen Regeln für 
die Bewegung einer Kugel durch einen Flüssigkeitsstrom verläuft: 
die pulsierende Kugel befindet sich in dem von der oscillierenden 
Kugel herrührenden Einfallsstrome (Figur 7) und sucht sich während 
der Expansion immer gegen, und während der Kontraktion immer 
mit dem Strome zu bewegen; die oscillierende Kugel befindet sich 
in dem von der pulsierenden herrührenden Einfallsstrome (Figur 1), 
und sucht sich so zu verschieben oder zu drehen, dafs die Oscilla- 
tionen des Stromes eine möglichst grofse Komponente gegen die 
Oscillationen der Kugel erhalten. 

199. Kraftefonktion für die Wechselwirkung zweier oscillieren- 
den Kugeln. — Wenn wir schliefslich in 195 (b) die Volumina beider 
Kugeln konstant annehmen, also £j g = £ k = Q einführen, so ergiebt 
sich als Kräftefunktion für die Wechselwirkung zweier oscillierenden 
Kugeln: 

(a) + ök ^db^ g i^ + ök ö 'dhdb g 1^ + ökä *dbTte 9 T^ 

Mit Anwendung der Operationssymbole x\ und X 1 töfit sich dieses 
abgekürzt in der Form 



** 



schreiben. Benutzt man die Differentiation längs der Achsen s k und s g , 
so ergiebt sich ein anderer abgekürzter Ausdruck: 

( c ) *"** - ii^rr-r 1 -' 

v ' ** * 9 ds k d8 g 4nr kg 

Bjkrkxcs, Vorlesungen. I. 19 
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Die unsymmetrischen Formen der Kräftefunktion 

(d) w^ = &£,___ Ä s k s g 5 -^-. i _ > 

wo die eine Engel mit ihrem kinematischen, die andere mit ihrem 
dynamischen Aktionsmomente auftritt, verdienen auch Beachtung. 
Der Ausdruck (a) läfst sich auch 

schreiben. Durch Ausführung der Differentiation nach Oj, J t , Cj wird: 

^ - 9 F * d^ 9 i^t 

+ ' f öft f 4^ 

" (g y -g*) 



+ « ^ 17, 4^ 



J 



und durch Ausfuhrung der Differentiation nach a f b , ö 

w lf 9 

* * 4 * r k ' ^'fe *■** 

4" ¥ vtg ~a »~ — ö ö \j g - 

i nfi _?*_ 3 Q g A'gf-ttJ+tf^f-m-Afa-qQ g g -g* 

Drücken wir jetzt 2^, Ö,, #, und JJ* k , Ö k , 4k durch S g und £ fc und 
die Kosinusse der Winkel, welche sie mit den Achsen bilden, aus 
und vereinfachen die auftretenden Verbindungen dieser Richtungs- 
kosinusse und derjenigen des Radiusvektors r^, so ergiebt sich 



(e) V tk = qS,S* 



cos + 8 cos ö, cos ßk 
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wo k derjenige Winkel ist, welcher zwischen dem Aktionsmomente S k 
und der von k nach g gerichteten Verbindungslinie r^ der Engeln 
liegt, dg der entsprechende Winkel zwischen S g und der von g 
nach k gerichteten Verbindungslinie r gk , und wo 6 der Winkel ist, 
den S k und S g miteinander bilden. 

Die Bögen n — 6 g , k und 6 stellen die drei Seiten eines 
sphärischen Dreiecks dar. Zwischen den Seiten n — d g und k liegt 
der Winkel &, welchen die durch die Aktionsmomente und den 
Radiusvektor bestimmten beiden Ebenen bilden. Wir können des- 
halb d mit Hilfe der Relation 

cos ö = — cos 6 cos d k + sin 6 sin k cos & 

eliminieren, und es ergiebt sich als zweckmäßigster trigonometrischer 
Ausdruck der Kräftefunktion 

,£. iTr a, a sin d a sin B h cos # + 2 cos 6 a cos 6 k 

(f) v«, - is f a k ^ . 

Die Kräftefunktion enthält in dieser letzteren Form nur solche 
geometrischen Parameter, die für die gegenseitigen Lagen der 
beiden Kugeln und ihrer Oscillationsachsen zu einander charakte- 
ristisch sind. Diese Parameter sind der Abstand r kg und die drei 
Winkel &, d g> d k . Durch Ableitung der Kräftefunktion nach diesen 
Parametern findet man eine rein anziehende oder abstoßende Kraft 
und drei Drehungsmomente, wodurch sich die Wechselwirkungen 
zwischen den Kugeln ausdrücken lassen. 

200. Anziehung und Abstofsung zwischen oscillierenden Kugeln. 
— Die radial gerichtete, rein anziehende oder abstofsende Kraft 
zwischen den Kugeln hat den Wert 

, x 3 Vjcg o A a ß i n Og sin 6k COS & + 2 COS dg COS flfc 

(a) Kw * ' * ^ 

und nimmt also an Intensität umgekehrt wie die vierte Potenz des 
Abstandes ab. 

Um die Gröfse und Richtung dieser Kraft in den einfachsten 
Specialfällen zu untersuchen, setzen wir zunächst # = 0, so dafs die 
Oscillationsachsen der beiden Kugeln in eine Ebene fallen. Der 
Ausdruck (a) vereinfacht sich dann auf 

/ux dWkg q <* a ßin0osin0* + 2co8 00cosftk 

M e^ »*M» t^t 

19* 
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Haben jetzt die Winkel O g und d k die Werte Null oder n, so 
oscillieren die Kugeln längs ihrer Verbindungslinie r. , und der 
Wert der Kraft reduciert sich auf 



<"> etr-* 6 «^ 



Wka 44 



Diese Kraft hat ihren gröfsten negativen oder anziehenden Wert, 
wenn die Winkel entweder beide gleich Null oder beide gleich % sind, 
so dafs die Kugeln gegen- und voneinander oscillieren (Figur 38 a), 
dagegen ihren gröfsten positiven oder abstoßenden Wert, wenn der 
eine Winkel gleich Null und der andere gleich n ist, so dafs die 
Kugeln miteinander oscillieren (Figur 38b). 

Sind die beiden Winkel 0, und 6 k gleich \ oder - J , so os- 
cillieren die Kugeln senkrecht zur Verbindungslinie rv . Die Kraft 
beträgt dann 

dV h S 4 

und hat ihren gröfsten negativen oder anziehenden Wert, wenn beide 
Winkel gleich £ oder beide gleich — ~ sind, so dafs die Kugeln 
miteinander oscillieren (Figur 38 c), dagegen ihren gröfsten posi- 
tiven oder abstofsenden Wert, wenn der eine Winkel gleich — £ und 

der andere gleich + \ ist, so dafs die Kugeln entgegengesetzt 

oscillieren (Figur 38 d). 

Ist der eine Winkel, d k , gleich Null, der andere, d g > gleich ^, 

so dafs eine Kugel längs der Verbindungslinie, die andere senkrecht 
zu derselben oscilliert, so verschwindet die Kraft (b) und es tritt 
weder Anziehung noch Abstofsung ein (Figur 38 e und f). 

Schliefslich betrachten wir den Fall (a), wo die Oscillations- 
achsen der beiden Kugeln in verschiedenen Ebenen liegen, und 
machen dabei die specialisierende Annahme, dafs die Oscillations- 
achsen beider Kugeln zu der Verbindungslinie senkrecht sind, also 

d a = d k = £ Die Kraft wird dann den Wert 
, s dWtg o 44 cos ^ 

haben; die Werte # = oder & = n fuhren dann zu dem schon 
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betrachteten Falle (Figur 88 c und d) zurück, wo die Oscillations- 

achsen in derselben Ebene lagen. # = f giebt den Fall, wo die 

Oscillationsachsen senkrecht sowohl zu einander, als zu der Ver- 
bindungslinie sind. Figur 88 g stellt diesen Fall dar, wenn der links 
gezeichnete, roll ausgezogene Kreis eine zur Ebene des Papieres 
senkrecht oscillierende Kugel darstellt Die Kraft ist dann identisch 
NulL 
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g 
Fig. 88, a bis g. Wechselwirkungen zwischen oseillierenden Kugeln. 

201. Verschiebungen und Drehungen der oseillierenden Kugeln. 
— Die Drehungsmomente , welche die Winkel g und & zu ver- 
ändern suchen, haben die Werte 



w 






a a cos 6g sin Ojt cos & — 2 sin g cos 6 k 
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/iv dW a, a sin d a sin d k sin # 

^ ä* --«*»**— ^ — • 

Das auf t wirkende Drehungsmoment brauchen wir nicht zu unter- 
suchen, da alles in Bezug auf g und k symmetrisch ist Die Inten- 
sität der Drehungsmomente nimmt in allen Fällen umgekehrt wie 
die dritte Potenz des Abstandes ab. 

Das Drehungsmoment in Bezug auf & sucht die Kugeln oder 
ihre Oscillationsachsen um die Verbindungslinie der Kugeln zu 
drehen. Rechnet man d g und d k beide als positive Winkel kleiner 
als n, und & als positiven oder negativen Winkel zwischen n und — tt, 
so sucht das Drehungsmoment immer den absoluten Wert von t? 
zu verkleinern. Das Drehungsmoment hat seinen gröfsten Wert 

wenn d g , h und & alle den Wert ^- haben, so dafs die Oscillations- 
achsen sowohl aufeinander, als auf der Verbindungslinie senkrecht 
stehen (Figur 38 g). Die Kugeln suchen sich dann um ihre Ver- 
bindungslinie als Achse so zu drehen, dafs der Fall Figur 38 c 
eintritt. In dieser Lage herrscht in Bezug auf diese Drehung stabiles 
Gleichgewicht, in umgekehrter, wenn # = % (Figur 38 d) instabiles 
Gleichgewicht Wie man sieht, ist die stabile Lage diejenige der 
gröfsten Anziehung, die instabile diejenige der gröfsten Abstofsung. 

Wenn eine der Oscillationsachsen längs der Verbindungslinie 
der Kugeln gerichtet ist, so dafs einer der Winkel d g oder d k den 
Wert Null oder n hat, so verschwindet dieses Drehungsmoment iden- 
tisch, also beispielsweise in den durch die Figuren 38 e und f darge- 
stellten Fällen. 

Wir betrachten dann das Drehungsmoment (a). Der Winkel 
g kann sich auf verschiedene Weise ändern: entweder kann sich 
die Oscillationsachse der Kugel g drehen; oder die Oscillations- 
richtung der Kugel g bleibt unverändert, und die Kugel k wird 
längs einer Kreisperipherie um die Kugel g verschoben. Für diese 
Drehung der Kugel g und für die entsprechende Verschiebung der 
Kugel k gilt das Prinzip von gleicher Wirkung und Gegenwirkung, 
während dagegen die Drehungen, wobei sich in einem Falle der 
Winkel g und im anderen Falle der Winkel d k verändert, von- 
einander unabhängig sind. 

Wenn die Veränderung des Winkels d g darauf beruht, dafs 
sich die Kugel k verschiebt, so kann man auch anstatt des Drehungs- 
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momentes die lineare Kraft betrachten, welche die Kugel k bewegt. 
Den Wert dieser linearen Kraft findet man durch Division des 
Drehungsmomentes (a') durch den Abstand r^. Diese senkrecht zu 
der Verbindungslinie der Kugeln stehende Kraft nimmt also, genau 
wie die radial gerichtete, umgekehrt wie die vierte Potenz des Ab- 
standes ab. 

Wenn die Oscillationsachsen in ein und dieselbe Ebene fallen, 
verschwindet das Drehungsmoment (b). Dies tritt ein, wenn & gleich 
oder n ist. Von diesen Werten brauchen wir nur den ersten in 
Betracht zu ziehen, wenn wir 0, und 6 k sowohl positive als negative 
Werte zwischen % und — % annehmen lassen. Das Drehungs- 
moment (a) vereinfacht sich dann auf 

ff . BW a, a cos dg sin 6 k — 2 sin 6 g cos 6 k 

(a) jö, = qS ° s > i^y • 

Dieses Drehungsmoment verschwindet, wenn 
(o) tgÖ, = itgÖ,.' 

Nach dieser Gleichung kann man leicht den Wert des Winkels 6 
konstruieren, für welchen das Gleichgewicht eintritt, wenn der Wert 
des unveränderlichen Winkels 6 k gegeben ist. Man erkennt leicht 
nach der Gleichung, dafs in Bezug auf diese Drehung Gleichgewicht 
herrscht in den durch Figur 38a,b,c, d dargestellten Fällen, wobei 
die Lagen der gröfsten Anziehung (a und c) stabile, die Lagen der 
gröfsten Abstofsung (b und d) instabile Gleichgewichtslagen sind. 

Ist O h = 0, O g = ~ (Fig. 38 e), so hat das Drehungsmoment (a') 

seinen gröfsten Wert: 

(a"\ — — — 2a A& 

und sucht den Winkel d g zu verkleinern, so dafs die Lage der 
gröfsten Anziehung (Figur 38 a) eintritt Die Verkleinerung des 
Winkels 9 kann dabei in zweifacher Weise geschehen, durch Drehung 
der Kugel g oder durch Verschiebung der Kugel Je auf einem Kreis 

um g. Ist d k = y und d y = (Figur 38 f \ so hat das Drehungs- 
moment den Wert 

(&'"\ — — fl M 
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und sucht den Winkel 6 g zu vergröfsern, so dafs die Anziehungs- 
lage Figur 38 c eintritt. Diese Vergröfserung von d g kann wieder 
dadurch geschehen, dafs entweder die Kugel g gedreht, oder die 
Kugel k kreisförmig um g verschoben wird. 

Die Anziehungen, Abstofsungen, Verschiebungen und Drehungen 
der oscillierenden Kugeln haben vollständig das Aussehen von Fern- 
wirkungen: jede Kugel bewegt sich so, als ob sie mit Bewufstsein 
eine bestimmte Lage relativ zu der entfernten Kugel suche. Alles 
beruht aber nur auf der Wechselwirkung jeder Kugel und den sie 
unmittelbar umgebenden Flüssigkeitsmassen: jede Kugel befindet 
sich in dem von der anderen Kugel herrührenden Einfallsstrome, und 
sucht sich in diesem Strome nach der Regel von der möglichst 
greisen Zunahme der Konfliktgeschwindigkeit zu verschieben oder 
zu drehen. 

202. Analogien mit den elektrischen und magnetischen Fern- 
kräften. — Gleichzeitig mit den somit in allen Einzelheiten disku- 
tierten Fernkräften energetischer Natur zwischen den pulsierenden 
und oscillierenden Kugeln wirkt im Verborgenen die Induktionskraft 
und zwingt, ohne jede Bücksicht auf Gleichheit der Wirkung und 
der Gegenwirkung, jede Kugel die Oscillationen der umgebenden 
Flüssigkeit mit etwas vergröfserten oder etwas verkleinerten Ampli- 
tuden mitzumachen. Diese Amplituden sind aber nicht mefsbar, 
und die entsprechenden temporären Aktionsmomente werden nur 
Energiekräfte höherer Ordnungen veranlassen, die wegen der vor- 
ausgesetzten beschränkten Genauigkeit der Kraftmessungen nicht 
entdeckt werden. Trotzdem übertrifft diese im Verborgenen wirkende 
Induktionskraft im Falle der kleinen Schwingungen weit die Energie- 
kraft an Intensität (124), so dafs die Weglängen, welche die 
Kugeln in den inducierten Oscillationen zurücklegen, grofs sind im 
Vergleich zu den Weglängen, welche sie in ihren sichtbaren 
progressiven Bewegungen unter dem Einflüsse der Energiekraft 
zurücklegen. 

Von diesen, sich im Verborgenen abspielenden Vorgängen wird 
also ein Beobachter mit beschränktem Wahrnehmungsvermögen keine 
Ahnung haben. Er wird nur Fernkräfte entdecken, welche alle die 
in den NEWTON'schen Bewegungsgesetzen verlangten Eigenschaften 
haben: sind mehr als zwei Kugeln vorhanden, so werden sich die 
von den einzelnen Kugeln herrührenden Kräfte nach dem Parallelo- 
grammgesetz zusammensetzen; die Kräfte sind von den sichtbaren 
translatorischen Geschwindigkeiten der Kugeln unabhängig; die Wir- 
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kang ist der Gegenwirkung gleich; und schliefslich ist noch hinzu- 
zufügen, dafs die Kräfte konservativer Natur sind. 

Aufser diesen Eigenschaften allgemeiner Natur tritt aber auch 
noch eine Eigentümlichkeit hervor: die Kräfte zeigen eine auffällige 
Ähnlichkeit mit den Fernkräften zwischen elektrischen oder magne- 
tischen Körpern; die für die Wechselwirkungen der Kugeln auf- 
gestellten Kräftefunktionen sind ähnlich gebaut wie die Aus- 
drücke der gegenseitigen potentiellen Energie für elektrisch 
geladene Körper oder für Elementarmagnete; interpretiert man in 
den vorhergehenden Formeln die Volumänderungsgeschwindigkeit Ä 
als elektrische Ladung oder magnetische Polstärke, das Aktionsmoment 
(P, Ö f £t) als magnetisches Moment, so unterscheiden sich die ent- 
wickelten Kräftefunktionsausdrücke nur um einen numerischen Faktor 
von den Ausdrücken der gegenseitigen potentiellen Energie elektrischer 
oder magnetischer Teilchen, so wie diese Ausdrücke gewöhnlich ge- 
schrieben werden. Von diesem numerischen Faktor abgesehen, stellt 
dann die Kräftefunktion 196 (b) für die Wechselwirkung pulsierender 
Kugeln die gegenseitige potentielle Energie zweier elektrisch geladener 
Teilchen oder zweier Magnetpole dar; die Kräftefunktion 197 (a) für 
die Wechselwirkung einer pulsierenden und einer oscillierenden Kugel 
die gegenseitige potentielle Energie eines Magnetpoles und eines 
Elementarmagnetes; und die Kräftefunktion 198 (a) für die Wechsel- 
wirkung zweier oscillierenden Kugeln die gegenseitige potentielle 
Energie zweier Elementarmagnete. 

Noch auffälliger wird die Ähnlichkeit, wenn man die elek- 
trischen und magnetischen Formeln nicht in der traditionellen Weise 
schreibt, sondern in derjenigen Form, welche sie erhalten, wenn 
man die alten gewöhnlichen Einheiten durch die von Heavisede vor- 
geschlagenen rationellen Einheiten ersetzt 1 Denn wenn man 
diese Einheiten benutzt, so fällt auch der numerische Faktor fort, 
und unsere Kräftefunktionen können ohne weiteres als Ausdrücke 
der gegenseitigen potentiellen Energie der elektrischen oder der 
magnetischen Teilchen interpretiert werden. 

Es wird deshalb nur ein einziger Unterschied zwischen den 
hydrodynamischen und den elektrischen oder magnetischen Fern- 
kräften sein: was in dem einen Falle Kräftefunktion ist, ist im 
anderen Falle potentielle Energie. Aus der Kräftefunktion finden 
wir die Kraftkomponenten durch positive, aus der potentiellen Energie 



1 O. Hbavisjdi, Electromagnetic Theory, London 189S. Vol. I, p. 116—125. 
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durch negative Ableitung nach den Koordinaten, so dafs die Kräfte 
immer entgegengesetzt gerichtet sind. 

Eine genauere systematische Untersuchung dieser inversen Ana- 
logie in ihrem Zusammenhange mit den früher schon mehrmals hervor- 
getretenen direkten Analogien werden wir uns für später vorbehalten. 
Vorläufig können wir aber auf Grundlage dieser Analogie zweck- 
mäfsige Gedächtnisregeln aufstellen , nach denen man die Wechsel- 
wirkungen der Kugeln leicht überblicken kann, indem man sie mit 
den bekannten elektrischen oder magnetischen Fernwirkungen ver- 
gleicht. Am zweckmäfsigsten bedienen wir uns dabei nur der Ähn- 
lichkeit mit den magnetischen Erscheinungen , wobei also die pul- 
sierende Kugel mit einem isolierten magnetischen Pole, und die 
oscülierende Kugel mit einem vollständigen Elementarmagnet zu 
vergleichen ist, dessen magnetische Achse mit der Oscillationsachse 
zusammenfällt 

Zur Feststellung der Namen der Pole leitet man aus unseren 
Regeln für das Vorzeichen der Pulsationsintensitäten und der Aktions- 
momente leicht die folgende Hegel ab: 

( A) Man beobachtet die synchron pulsierenden und oseiüierenden Kugeln 
zu einer gewissen, beliebig gewählten Anfangszeit, und nennt eine pulsierende 
Kugel einen Nordpol, wenn sie sich zu dieser Zeit ausdehnt, einen Süd- 
pol, wenn sie sich zu dieser Zeit zusammenzieht; weiter nennt man den 
zu dieser Zeit vorangehenden Pol einer oseiüierenden Kugel ihren Nord- 
pol, den nachfolgenden ihren Südpol. 

Wenn man die Namen der Pole nach dieser Regel festgestellt 
hat, leitet man die eintretenden Fernwirkungen nach der folgenden 
Regel ab: 

(B) Die Fernwvrkungen zwischen den pulsierenden und den oscil- 
lierenden Kugeln verlaufen nach den Gesetzen für die Fernwvrkungen 
zwischen magnetischen Polen und Elementarmagneten, nur nach dem ver- 
kehrten Polgesetze: gleichnamige Pole ziehen einander an, ungleichnamige 
stofsen einander ab. 

Man überzeugt sich leicht von der Brauchbarkeit dieser Regel, 
beispielsweise in den durch die Figuren 36, 87 und 38 dargestellten 
Fällen. Die Figuren können als eine Darstellung der Bewegung 
zu der gewählten Anfangszeit betrachtet werden; die durch einen 
punktierten äufseren und einen voll ausgezogenen inneren Kreis dar- 
gestellten pulsierenden Kugeln sind dann Nordpole, die umgekehrt 
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durch einen voll ausgezogenen äufseren und einen punktierten inneren 
Kreis dargestellten sind Südpole; die magnetischen Achsen der oscil- 
lierenden Kugeln sind von dem Mittelpunkte des voll ausgezogenen 
nach dem Mittelpunkte des punktierten Kreises gerichtet. 



Nennter Abschnitt. 

Hydrodynamische Fernkräfte höherer Ordnung. Temporäre 
Wechselwirkungen zwischen zwei Kugeln. 

203. Grenze der Brauchbarkeit unserer Formeln. — Nachdem 
jetzt die Theorie der hydrodynamischen Fernkräfte niederer Ordnung 
erledigt ist, gehen wir zur Betrachtung der Fernkräfte höherer Ord- 
nungen über. Dabei brauchen wir nur die Kräfte zu berücksich- 
tigen, die wir temporäre Energiekräfte genannt haben. Allerdings 
bestehen auch inducierende Kräfte höherer Ordnungen; da aber schon 
die inducierenden Kräfte der niederen Ordnungen nur verborgene 
Wirkungen haben, wird dasselbe um so mehr mit den inducierenden 
Kräften höherer Ordnung der Fall sein. 

Wenn wir zu der Untersuchung dieser höheren Energiekräfte 
übergehen, können wir uns auf den Standpunkt eines Beobachters 
gestellt denken, der aufser den schon untersuchten Kräften, die klein 
zweiter bis vierter Ordnung waren, auch noch im stände ist, Kräfte 
fünfter bis siebenter Ordnung zu messen. 

Dabei ist aber zu bemerken, dafs wir die Grenze der Verwend- 
barkeit unserer fundamentalen Kraftformeln überschreiten, sofern 
nicht gewisse Reservationen gemacht werden. 

Die temporären Kräfte sind klein fünfter Ordnung, wenn sie 
nur auf Volumänderungen, und siebenter Ordnung, wenn sie nur auf 
Translationsbewegungen beruhen. Gleichzeitig sind unsere Funda- 
mentalformeln nach dem Satze 159 brauchbar zur Diskussion von 
kleinen Kräften sechster Ordnung einschliefslich, sofern pulsierende 
Kugeln vorkommen, und achter Ordnung einschliefslich, sofern keine 
pulsierenden, sondern nur oscillierende Kugeln vorkommen. Nehmen 
wir deshalb gleichzeitige Pulsationen und Oscillationen der Kugeln 
an, so können die nicht berücksichtigten Kraftglieder die gleiche 
Gröfse wie die berücksichtigten erreichen. Diesem Ubelstande werden 
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wir aber entgehen, wenn wir eine der beiden folgenden Voraus- 
setzungen machen: 

Im Kugelsystem kommen Pulsationen vor, nickt aber andere Oscilla- 
tionen, als die von entfernten pulsierenden Kugeln inducierten. 

Oder: 

Im Kugelsystem kommen permanente Oscillationen beliebiger Intensität 
vor, nicht aber Pulsationen. 

Einleitungsweise werden wir jetzt erst die beiden einfachsten 
Fälle temporärer Fernkraft explicite untersuchen, wo nur zwei 
Kugeln vorkommen, von denen die eine neutral, die andere entweder 
pulsierend oder oscillierend ist 

204. Inducierende Wirkung einer pulsierenden Kugel auf eine 
neutrale. — Von den beiden Kugeln sei zunächst die eine k nur 
pulsierend, die andere g von unveränderlichem Volumen und ohne 
Eigenbewegung der Flüssigkeit überlassen. 

Die pulsierende Kugel erzeugt dann, wenn sie allein vorhanden 
ist, einen Strom mit dem Potential: 

a) <p k = - 



4nr k 



Dieser Strom wirkt auf die Kugel g inducierend, so dafs dieselbe 
ein temporäres Aktionsmoment (Pg, Ög, Ög) erhält. Mit diesem 
Aktionsmoment in eine ursprünglich ruhende Flüssigkeit eingebracht, 
würde sie einen Strom mit dem Potential 

(b) <p„ - - {/y^- -ji- + 6Ut t 1 - + %r~ tM 

x ' T9 l 8 oa g 4nr g 9 öb g 4nr g 9 de g 4nr g \ 

erzeugen. 

Die hier auftretenden temporären Aktionsmomente haben nach 
121 die Werte: 

f. - !£$*« 

wo Q g die Dichte der Kugel g ist, und wo (<£, ß, f) die Geschwindig- 
keit darstellt, welche der von der Kugel k herrührende Einfallsstrom 
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im Punkte g hat Das inducierte Aktionsmoment der Kugel g ist 
also immer längs der Stromlinien des von der pulsierenden Eugel k 
ausgehenden Aktionsstromes gerichtet 

Die expliciten Ausdrücke dieses Aktionsmomentes, wenn wir es 
als das Resultat der Thätigkeit einer von der Eugel k ausgehenden 
fernwirkenden Induktionskraft betrachten, erhalten wir, wenn wir 
dj ß, y als die Ableitungen nach a gf b g und o g des Potentials (<p h ) g 
darstellen. Also: 

q-Q a _ d & 



9 ~ *Ä + i« * da, 4n 



*** 



<*) ö;--i^ä.ä 



?-ft p 3 £ k 



Qg+lq * db 4xir 4# 
tf -- a g"ft jp J_ & 

Während die von k ausgehende fernwirkende Induktionskraft 
dieses Aktionsmoment in g induciert, wird die Eugel g wiederum 
ein Aktionsmoment in der Eugel k inducieren. Es besteht aber kein 
Gegenwirkungsprincip für die Induktionskraft; die Induktionen hin 
und zurück sind von verschiedenen, und zwar immer steigenden 
Gröfsenordnungen, so dafs wir alle höheren Induktionen aufser Be- 
tracht setzen können. 

205. Kraftefonktion der energetischen Wechselwirkung zwischen 
einer pulsierenden und einer neutralen Kugel. — Die Energiekräfte, 
mit denen unter diesen Umständen die Engeln k und g gegenseitig 
aufeinander wirken, haben die allgemeine Form 160 (e) und beruhen 
darauf, dafs sich die Eugel g mit ihrem inducierten Aktionsmoment 
in demjenigen Strome befindet, welcher von den Pulsationen der 
Eugel k herrührt, und dafs sich umgekehrt die pulsierende Eugel 
in demjenigen Strome befindet, welcher von den temporär inducierten 
Oscillationen der Eugel g herrührt. 

Die gegen g wirkende Energiekraft hat deshalb die z-Komponente 

W x *g «{(*)# H + (*ß)p ö l + {*t)p*}\ i 

wo {<*a)p> {äß)py •••• diejenigen zweiten Ableitungen sind, welche <p k 
im Punkte g hat Und die Bückwirkung der Eugel g auf die Eugel k 
hat die z-Eomponente 
(b) X gk - -<K2? k , 
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wo cc t die z- Komponente derjenigen Geschwindigkeit bedeutet, welche 
der von den temporären Oscillationen der Kugel g herrührende 
Einfallsstrom im Punkte k hat 

Die erste dieser Kräfte haben wir schon studiert (134 — 136); 
nur dafs wir im vorliegenden Falle explicite diejenige entfernte 
Kugel k berücksichtigen, welche den die Kugel g umgebenden Strom 
erzeugt Nach der Substitution der Werte 204 (c) der Komponenten 
des inducierten Aktionsmomentes in die Formel (a) nimmt die 
Kraft die potentielle Form 134 (c) an, wo die Kräftefunktion den 
Wert 



(o) 



**- -**€^M^ + ß + #l 



hat, oder schließlich, wenn wir d p , ß p , f als die Ableitungen von 
<p k im Punkte g ausdrücken: 

Um die zweite Kraft (b) explicite zu berechnen, haben wir 
ä t , ß t , y t aus tp zu bilden durch Differentiation nach z, y, x und 
nachherige Substitution x = a^ y — b k , z = c r Das z, y, % kommt 
nur in r vor. Bei der Differentiation dieser Gröfse können wir r 

9 9 

durch r^ ersetzen, und nach a k , b k , c^ differentiieren. Die erste Ge- 
schwindigkeitskomponente erhalten wir deshalb in der Form: 

1 \ 9 da k da 9 ^nr Jl€ 9 da k db g inr^ 9 da h do g 4nr*y J " 

Hier haben wir zum ersten Male ein Beispiel des oft erwähnten 
Falles, wo man nicht in der Weise vorgehen darf, dafs man erst in 
cp g die Substitution ausführt und dann das (cpX nach a k , b k , ^ diffe- 
rentiiert Denn das tp enthält schon vor der Substitution a k , b k , c k , 
da nämlich diese Gröfsen in den Koefficienten i^, 6g, äg vorkommen, 
und nach den in diese Koefficienten eingehenden a^, b k , e k darf nicht 
differentiiert werden. 

Als Ausdruck der ersten Kraftkomponente X k findet man jetzt: 

x gk = ?E k {Fgj£^j^ + ^9ö^db t T^ + ^d^Tö^I^r 

Durch Einsetzen der Werte 204 (d) von 2^, Ög, 6 l g scheidet sich der 
Faktor 
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aus, während die Parenthese die Form 



da g Inrkg da k da g Anr+g db g inr^ da k db g 4jrr^ öc, 47^ da k de g inr^ 

annimmt Dies ist die Ableitung nach o^ von dem Polynom: 

Das Produkt dieses Polynoms in dem Faktor (d) stellt also die 
Kräftefunktion der gesuchten Kraft dar. Diese Kräftefunktion ist 
aber mit der oben gefundenen (c') identisch. 

Die Wirkung und die Gegenwirkung lassen sich also durch 
dieselbe Kräftefunktion VC ausdrücken, und aus der entgegen- 
gesetzten Gleichheit der Ableitungen folgt die entgegengesetzte 
Gleichheit der Kräfte. 



206. Inducierende Wirkung einer osoillierenden Kugel auf eine 
neutrale. — Es seien wieder nur zwei Kugeln vorhanden, eine Kugel k 
mit permanenten Oscillationen und eine Kugel g, welche nur die 
von k herrührenden, inducierten Oscillationen besitzt 

Die Geschwindigkeitspotentiale der beiden Kugeln können dann 



(a) 



T * \ 9 aa g 4nr g 8 ab g 4nr g B de g 4nr g J 



geschrieben werden. Hier ist das Aktionsmoment (/£, Ötg, 61) der 
Kugel g ein induciertes, dessen Komponenten durch die Formeln 
204 (c) gegeben sind. Dasselbe ist also der Geschwindigkeit in dem 
der Kugel k zugehörenden Felde proportional und folglich längs 
der Stromlinien dieses Feldes gerichtet 

Drücken wir das d, ß, y dieser Formeln als die Komponenten 
derjenigen Geschwindigkeit aus, welche der von der Kugel k her- 
rührende Einfallsstrom im Punkte g hat, so ergiebt sich explicite 
für das inducierte Aktionsmoment 
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Qg+bq 9 \ oa g da k 4nr^ * da g db h Anr^ da g dc k Inr^] 

m 

(h\ tf - | t-ft p[y d% l , AP d * 1 . fr* y 1 \ 

#' = ^"ft yfy y 1 .1 rt* a ' 1 . fr* * * l 

Diese Ausdrücke geben das inducierte Aktionsmoment der Kugel g 
als eine Gröfse, deren Ursprung auf die Wirksamkeit der von der 
Kugel k ausgehenden inducierenden Fernkraft zurückzuführen ist 

Die inducierende Gegenwirkung der Kugel g auf die Kugel k 
kann wieder ab eine Wirkung höherer Ordnung vernachlässigt 
werden. 



207. Kraftefanktion der energetischen Wechselwirkung zwischen 
einer oscillierenden und einer neutralen Kugel. — Nach den allge- 
meinen Formeln 160 (e) finden wir als x-Komponente derjenigen 
temporären Energiekraft, welche die Kugel g erleidet 

wo (^a) p > {dß) P 9 (<*r)p diejenigen deformativen Geschwindigkeitskompo- 
nenten sind, welche der von den permanenten Oscillationen der 
Kugel k ausgehende Aktionsstrom im Punkte g hat. Aus denselben 
allgemeinen Formeln findet man für die Gegenwirkung, welche g 
gegen k ausübt, die ^-Komponente 

(b) X gk q{(ä a \fp + (ä^ÖP + iäyXÜp), 

wo umgekehrt {ä a \, {äß) t , (d r ) t diejenigen deformativen Geschwindig- 
keiten bedeuten, welche der von den inducierten Oscillationen der 
Kugel g ausgehende Aktionsstrom im Punkte k hat 

Die erste dieser Kräfte hat wieder eine Kräftefunktion von 
der bekannten Form 205 (c), die der Energie des Einfallsstromes 
proportional ist, in dem sich die Kugel g befindet Führen wir 
hier die expliciten Ausdrücke der Geschwindigkeitskomponenten 
d P y ß py y p ein, so ergiebt sich als Kraftefanktion derjenigen Kraft, 
mit der k auf g wirkt: 



<PL = 
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2 



*■ ~ iq 't^9^[M n A^ +ö 'A^ +m A^K t )) 



Um die Gegenwirkung der Kugel g gegen die Eugel k zu 
untersuchen, müssen wir aus q> die im Ausdrucke von X g1c vor- 
kommenden deformativen Geschwindigkeiten (ä a ) t , {äß\, (ä Y ) t bilden. 
Dies geschieht durch zweimalige Differentiation von <p g nach x, y 
und % und nachherige Substitution x = c^, y = b k , z = o k . Das 
Resultat läfst sich, wie man sofort sieht, in der folgenden Form aus- 
drücken, wo x, y, % schon verschwunden sind: 

iA \ |^ _i 8 L_ , fr J>* L_ . tf d * 1 1 

\«*k - \*9 e a * dag 4nrjcg + "9 d aidbg 4nrkg + *h öo* d0g 4frr J 

( A s ffr* y * , fr y 1 , * * ^ 1 1 

V w ^;< \^ da k db k da g inr^ ^ "* da k db k db g inr^ * da h db k dc g 4nrJ 

ld) - -{/*— * 8 — _!_ + #' ^ L_ + £' - —\. 

* r '* \ g da k dc k da g 4 n r^ g da k de k db g inr^ 9 da k dc k dr g 4 n r^J * 

Zu diesen Formeln wird man dagegen nicht kommen, wenn man 
in <p erst die Substitution x = ö^, y = 6 k , « = c^ ausführt, und 
nachher nach o^, 6 fc , c^ differentiiert 

Wenn wir diese Werte im Ausdrucke von X g1c einführen, er- 
giebt sich 

*„* - q[nv, ^ ^ + n#, j^- g £- + Mt j^ ^ 

+ " k **da k db k da g inr^** U °da k db k db g 4n rkg + "" "° da+db.dc^nr^ 
+ "" *< ea k dc k da g inr^ + ** "*da k dc k db g 4«r„ + "* *' da, dc k dc g inrj ' 

Wenn wir hier nach 206 (b) die Werte von t*, Ö % g) äg substituieren, 
so scheidet sich ein gemeinschaftlicher Faktor 

Bjxbxsis, Vorlesungen. L 20 
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aus, während die Parenthese ein homogenes Polynom zweiten Grades 
in Jt, d£, JJJ wird. Der Koefficient von if 2 wird die Form 

9 8 1 a 8 1 a 8 1 d* 1 d" 1 ö 8 ] 



öflp öa t 4 » rjtg dal da g 4 ti r gk db g da k 4nrtg dal db, 4nr gk dc g da k Anr^ da 1 dc g Inrg* 

haben, und läfst sich folglich einfacher 

i JL I (-J1 L-V + ( d * 1 V . / *' _2_Vi 

*d«tl Vda#öfli 4w*W \db g da k Anr^j \dc g da k 4nn,J / 

schreiben. In ähnlicher Weise werden die Koefficienten von Ö* a 

und l}? 2 Ableitungen nach a k von Ausdrücken, die man nach 
Symmetrie bildet Weiter findet man als Koefficient des rekt- 
angulären Gliedes Ö*Ü*i 

i r a 8 j_ a 8 £ , a 8 1 a 8 j_ a 8 £ a 8 _i_ 

(4w)* iaa^a6 4 r^ da k dc k dag r gk db g db k r^ da k dc k db g r gk dc g db k r^ da k de k de g r^ 

a 8 i a 8 i , a 8 i a 8 1 . a 8 1 a 8 



_i_ , a* j_ a» i a» j_ a 8 j_i 

"^ da g dc k r kg da k db k da g r^ db g dc k r^ da k db k db g r gk dc g dc k r^ da k db k de g r^J 

oder einfacher: 

_i a r a 8 _i_ a 8 jl_ a 8 j_ _a«_ j_ a 8 j_ a 8 _ii 

(4rc ) 8 da k \ da g db k r^ da g 6e k r gk db g db k r^ db g de k r gk *~ dc g db k r^ dc g de k r gk } ' 

Die Koefficienten von äii 1 ' und tt ÖS sind Ableitungen nach 
a k von ähnlichen Ausdrücken, die man nach Symmetrie aus dem 
Klammerausdrucke bildet Das zu bildende Polynom läfst sich des- 
halb als die Ableitung nach a k von dem Ausdrucke 

" * l [da, da k rj [db g da k r\\) + \de g da k nj J 



(47I) 8 



(e) 



+ * Ö * l [da, db k rj + l db g db k rj + ( de, db k r kg ) \ 

+ * ^ [ \da^dc~ k rj + \db~de~, VJ + \de~ g ~dc~ k Vj J 

+ aim\-2- - -^ - + -— - — ^- - +-£- - -£- ±1 

[dagdbk r^ da,dc k r^ db g db k r^ db g dc k r^ de g db k rkg dc g dc k *vl 

* * [da, ac* r*, da,dok r*, db g dc h r^ db g da k rkg de g dc k rkg de g da k r^J 

+ 2f» ö p \ d * - — - - + ga 1 _*!_ 1 + _?_ 1 _*_ 2.1 1 

* * |aa„ da* tkg da g db k r^ db g da k r^ db g db h r^ dc g da k r^ dc g db k r*J f 
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schreiben. Das Produkt dieses Ausdruckes (e) in den Faktor (d) 
stellt also die Kräftefunktion der gesuchten Kraft dar. Man be- 
merkt, dafs diejenigen Glieder des Ausdruckes (e), die derselben 
Vertikalkolonne angehören, vollständige Quadrate von Trinomen dar- 
stellen, und dafs diese Trinome wieder Ableitungen nach a, b und c 
eines und desselben Trinomes 

M *da k Inrjig * db t Inrkg * dc h Inr^) 

sind. Die Kräftefunktion wird also mit der schon gefundenen 
(c) identisch, und es zeigt sich, dafs diejenige Kraft, welche die 
Kugel k angreift, durch Ableitung nach o^, b k , c^ von derselben 
Funktion gefunden wird, deren Ableitungen nach a , b g9 e die Kraft 
gegen die Kugel g darstellen. 

Auch in diesem Falle ist also die Wirkung der Gegenwirkung 
gleich, und beide Wirkungen lassen sich durch eine einzige Kräfte- 
funktion darstellen. 

208. Einfachste Formen der Kräftefonktionen und der Kraft- 
komponenten. — Wir haben also in den beiden betrachteten ein- 
fachen Fällen mit Kräften zu thun, die dem Gegenwirkungsprinzip 
gehorchen. Es genügt dann vollständig, die Wirkung der aktiven 
Kugel k gegen die ursprünglich neutrale Kugel g zu betrachten. 
Wir haben dann den schon vom rein hydrodynamischen Standpunkte 
aus diskutierten Fall der energetischen Kraft gegen eine dem oscil- 
lierenden Flüssigkeitsstrome überlassene neutrale Kugel (134 — 136). 
Die Kräftefunktionen 205 (c') und 207 (c) sind die Ausdrücke der 
Energie r des Stromfeldes, welches die aktive Kugel k umgiebt, 
multipliciert mit — $ E und mit dem« Koefficienten der inducierten 
Konfliktgeschwindigkeit (135). 

Wenn man das Parentheseglied in 205 (c') ausführt, erhält man 
das Potential für die Wechselwirkung zwischen der pulsierenden und 
der neutralen Kugel in die Form 

» **--*'£&M4)'- 

Die Flächen *P kg = const. stellen konzentrische Kugeln um den 
Punkt k dar und fallen mit den isoenergetischen Flächen t = const 
zusammen. Die Kraft wird eine rein radiale Kraft, die den Wert 

20* 
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hat Das Vorzeichen hängt von der Differenz der Dichtigkeiten 
q — Q g ab. Die Formel enthält also das folgende Resultat: 

Die temporäre Energiekraft, mit der eine pulsierende Kugel auf eine 
neutrale wirkt, und mit der die neutrale Kugel auf die pulsierende zurück- 
wirkt, ist der reciproken fünften Potenz der Entfernung und dem Quadrat 
der Pulsaiionsintensität der pulsierenden Kugel proportional. 

Die Kraft ist abstofsend, wenn die neutrale Kugel leichter, dagegen 
anziehend, wenn sie schwerer als die Flüssigkeit ist. 

Das Resultat stimmt vollkommen mit dem in 136 gefundenen 
überein, wonach sich die leichte Kugel in der Richtung abnehmen- 
der, die schwere in der Richtung zunehmender Stromenergie bewegt. 

Die Eräftefunktion 207 (c) für die temporäre Wirkung der oscil- 
lierenden Kugel nimmt ihre einfachste Form an, wenn wir da* in 
der Parenthese vorkommende Quadrat der Geschwindigkeit aus dem 
in Polarkoordinaten ausgedrückten Geschwindigkeitspotential der 
Kugel k ableiten. Es ist dann 

ä k cos 6 



9k = - 



47ir» 



wo ä k das permanente Aktionsmoment der Kugel k mit den Kompo- 
nenten 1?*, Ö£, 5* ist Es wird dann 

dq> k _ pj&cosd d<p k __ S k sin6 

dr 4nr* ' rdß 4nr* 

Wenn wir quadrieren, addieren und eine einfache Reduktion aus- 
führen, ergiebt sich 

Führen wir dies anstatt des Klammerausdruckes in 207 (c) ein und 
indentificieren r mit r, , so finden wir als einfachste Form der Kräfte- 
funktion für die Wechselwirkung einer oscillierenden und einer neu- 
tralen Kugel: 

Wir betrachten den Punkt k als den Pol des benutzten polaren 
Koordinatsystems. W^ — const stellt dann eine Flächenschar dar, 
welche sich mit den isoenergetischen Flächen des der Kugel k zu- 
gehörenden Stromfeldes deckt Diese Flächen haben also die 
Gleichung 
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(d) r 6 = C(3cos*Ö + 1) 

und können sehr angenähert als Umdrehungsellipsoide betrachtet 
werden, deren Umdrehungsachse mit der Oscillationsrichtung der 

Kugel k zusammenfällt, und sich wie ]/4 : 1 oder 1 ,26 : 1 zur äqua- 
torialen Achse verhält 

Die zu diesen Flächen senkrecht gerichtete Kraft, welche die 
Kugel k angreift, ist also nicht mehr eine reine Centralkraft. Doch 
sind die Abweichungen von der centralen Richtung nicht grofs, so 
dafs man im wesentlichen nur mit einer Anziehung oder mit einer 
Abstofsung zu thun hat Die radiale und die meridionale Kraft- 
komponente sind 

d r * * & + *? °( 4n ) r kg 

t 

Die Kraft nimmt also wie die umgekehrte siebente Potenz der 
Entfernung ab. Das Verhältnis der Meridiankomponente zu der 
radialen ist durch den Bruch 

cos 6 sin 6 



3 cos 8 6 +1 



gegeben, welcher also die Tangente desjenigen Winkels darstellt, 
welchen die Resultantkraft mit der Verbindungslinie nach der anderen 
Kugel bildet. Das Maximum dieses Ablenkungswinkels tritt ein, wenn 
tg ö = 2; seine Tangente beträgt dann nur -J-. 

Die Wechselwirkung einer oscillierenden und einer neutralen 
Kugel wird also der Hauptsache nach durch den folgenden Satz 
beschrieben: 

Die temporäre Energiekraft, mit der eine osdUierende Kugel auf eine 
neutrale wirkt, und mit der die neutrale Kugel zurückwirkt, ist im wesent- 
lichen eine rein anziehende oder absto [sende Kraft, deren Intensität der 
reciproken siebenten Potenz der Entfernung und dem Quadrat des Aktions* 
momentes der osciUierenden Kugel proportional ist. 

Die Kraft ist abstofsend, wenn die neutrale Kugel leichter, anziehend, 
wenn sie schwerer als die Flüssigkeit ist. 

209. Gleichzeitige permanente und temporäre Kräfte zwischen 
zwei pulsierenden Kugeln. — Oben haben wir immer die eine Kugel 
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als ursprünglich neutral betrachtet Jede Kugel wird aber temporäre 
Schwingungen annehmen, ganz davon unabhängig, ob sie vorher 
permanente Pulsationen oder Oscillationen besitzt oder nicht Die 
inducierten Oscillationen werden sich einfach den permanenten 
überlagern, und entsprechend wird sich die temporäre Kraft der 
permanenten superponieren. 

So wird beispielsweise die Kräftefunktion der gleichzeitig wirken- 
den permanenten und temporären Kräfte zwischen zwei pulsierenden 
Kugeln g und k: 

w - „*'& lo q - Q > E ( A V 1a q - Qk E ( % Y 

** - q inr» ** Q + U < [4^) ~ ** Q k +±q ^ U^j * 

Das erste Glied stellt hier die permanente Wechselwirkung der 
Kugeln dar, das zweite Glied die temporäre Wechselwirkung, insofern 
sie auf den Pulsationen der Kugel k und den inducierten Oscil- 
lationen der Kugel g beruht, das dritte Glied endlich stellt die 
temporäre Wechselwirkung dar, insofern sie auf den Pulsationen 
der Kugel g und den inducierten Oscillationen der Kugel k beruht. 

Denken wir uns zur Vereinfachung, dafs beide Kugeln gleiche 
Dichten, Q = Q k = 0, und gleiche Volumina, E ' = E k = E, 
haben, so reduciert sich *ft auf 

US — n ^ a ^ k — 2. n q ~® TP ^ k+ ^9 

Sind beide Kugeln gleich pulsierend und beide dichter als 
die Flüssigkeit, so wirken die permanente und die temporäre Kraft 
beide anziehend. Sind sie entgegengesetzt pulsierend und beide 
leichter als die Flüssigkeit, so wirken beide Kräfte abstofsend. Die 
infolge der Pulsationen wirkenden Kräfte werden dann von den 
temporären Kräften nur verstärkt Das Entgegengesetzte wird da- 
gegen der Fall sein, wenn die gleich pulsierenden Kugeln beide 
leichter, und die entgegengesetzt pulsierenden beide schwerer als 
die Flüssigkeit sind. Untersuchen wir, inwieweit dann die tem- 
poräre Kraft die permanente aufheben kann. 

Der Ausdruck der Kraft wird: 

dV*, _ A4 o g-Q „ Jfl+jff 

Diese Kraft verschwindet, wenn 
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oder, wenn wir E durch f-wd 8 ersetzen, und nach t\ auflösen, 






Für die unendlich leichte Kugel wird 






und für die unendlich schwere Eugel 

8 






Man erkennt leicht, dass die Größen unter dem Wurzelzeichen 
nur dann gröfser als 1, und folglich der Centralabstand der Kugeln 
gröfser als der kleinste mögliche Wert 2d sein kann, wenn $J k und 
$] g verschiedene Werte haben. Sind aber beide Kugeln gleich stark 
pulsierend, so wird die temporäre Kraft nicht die permanente über- 
winden können. Nimmt man aber 2& und ifc von einander ver- 

9 K 

schieden an, so wird dasjenige r. , bei dem Gleichgewicht eintritt, 
beliebig grofs werden können. Bei Kugeln, die verschiedene Pul- 
sationsintensitäten haben, wird man deshalb die folgenden Er- 
scheinungen wahrnehmen können: 

Schwere, entgegengesetzt pulsierende Kugeln stofsen einander in grofsen 
Abständen ab und ziehen einander in kleinen Abständen an. Bei einem 
gewissen, mittleren Abstand herrscht labiles Oleichgewicht. 

Leichte, gleich pulsierende Kugeln ziehen einander in grofsen Abständen 
an und stofsen einander in kleinen Abständen ab. Bei einem gewissen^ 
mittleren Abstand herrseht stabiles Oleichgewicht. 

Analoge Resultate für leichte und schwere oscillierende Kugeln 
kann man auch ohne Schwierigkeit ableiten. 
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Zehnter Abschnitt 

Die nicht unabhängige Wirkung der hydrodynamischen 

Fernkräfte höherer Ordnung. 

210. Zu den allgemeinen Eigenschaften der temporaren Fern- 
kräfte. — In den eben durchgeführten Beispielen von der temporären 
Wechselwirkung zwischen zwei Kugeln hat es sich gezeigt, dafs das 
Gegenwirkungsprinzip gültig bleibt Was im übrigen die all- 
gemeinen Eigenschaften der temporären Energiekräfte betrifft, so 
war unser Beweis für die konservative Natur der hydrodyna- 
mischen Kräfte durchaus allgemeingültig, so dafs diese Eigenschaft 
auch im besonderen den temporären Kräften oder überhaupt allen 
Kräften höherer Ordnung zukommt Endlich folgt das Prinzip von 
der Unabhängigkeit der Kräfte von der progressiven sicht- 
baren Geschwindigkeit der Kugeln unmittelbar aus den in 
137 angestellten Betrachtungen. 

In einer Beziehung unterscheiden sich aber die Kräfte höherer 
Ordnung von denjenigen niederer Ordnung. Der Unterschied hat 
sich in den durchgeführten Beispielen noch nicht gezeigt, weil wir 
die Wirkung zwischen nur zwei Kugeln betrachtet haben; er wird 
aber sofort hervortreten, wenn wir die temporären Wirkungen 
zwischen mehr als zwei Kugeln untersuchen. 

Wir wollen den Fall betrachten, dafs eine neutrale Kugel g 
der Wirkung zweier entfernter, permanent pulsierender oder os- 
cillierender Kugeln k und h ausgesetzt ist 

Die Kraft, welche die neutrale Kugel angreift, hat nach 160 (e) 
die sc-Komponente: 

(a) X = - q \ä a # + ä ß Ö + d Y Ü J , 

wo (fl, Ö, S) das temporäre Aktionsmoment der Kugel g ist, und 
ä a , äß, d Y deformative Geschwindigkeiten des von den Kugeln k und h 
herrührenden permanenten Einfallsstromes sind. 

Wir können nun die Kraftkomponente (a) in formell genau der- 
selben Weise zerlegen, wie wir in 168 die Komponenten der hydro- 
dynamischen Fernkräfte niederer Ordnung zerlegten. Also 

(b) x=x k + x h , 
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wo 

X k q{{äa) k fi+(äß\6 + {d Y ) k S} 

(c) 

x h = -q{{*«\#+(*ß) h 6 + (*y) h ä}, 

wo (<*<*)*> {üß\> {d Y ) k deformative Geschwindigkeiten des von der 
Kugel k, {d a ) h , {dß)j (dy) h deformative Geschwindigkeiten des von 
der Kugel h herrührenden Partialstromes sind. 

Nach Analogie von 168 können wir dann {X k , Y k , Z k ) als eine 
von der Kngel k, und (X h , Y h , Z h ) als eine von der Kugel h her- 
rührende Fernkraft auffassen. Wir richten dann unsere Aufmerksam- 
keit auf die von der Kugel k herrührende Kraft {X kJ Y k , ZJ, und 
messen ihre Intensität, während wir gleichzeitig die Kugel h von 
Lage zu Lage verschieben: wir werden dann finden, dafs die von 
der Kugel k ausgehende Kraft von der Lage der anderen Kugel h 
abhängig ist Denn das Aktionsmoment (/, Ö, Ü) der Kugel g, das 
in den Ausdruck der Kraft (X k , Y k , Z^ eingeht, ist ein induciertes, 
als solches der Geschwindigkeit (d, ß, f) des Einfallsstromes pro- 
portional, und dieser Einfallsstrom wird seine Intensität mit der Lage 
der Kugel h verändern. Es wird deshalb durch keinen Versuch 
gelingen, die Kräfte (-X^ Y k , Z^ und (X h , Y h , ZJ voneinander zu iso- 
lieren und getrennt zu messen. Die Zerlegung (c) bleibt also eine 
willkürliche, rein mathematische, und die entsprechenden Kräfte 
(X k , Y k , Zj) und {X hJ Y h , ZJ bleiben reine Rechengröfsen, deren mathe- 
matische Bedeutung darin liegt, dafe sie die Kraft (X, Y, Z) als Vektor- 
summe haben. 

Wenn wir einmal die Kugel h und ein anderes Mal die Kugel k 
ins Unendliche entfernen, so werden X^ und X h die Grenzwerte 

X» = -q{{d a ) k P k + (ä ß ) k Ö k + (d Y ) k S k ) 
(d) 

erhalten, wo {& k , Ö fc , fy das von der Kugel k allein, und (2^, Ö k , Ü^ 
das von der Kugel h allein herrührende Aktionsmoment ist 

Die durch (d) definierten Kräfte (X tt , F tt , Z^ und {X^, Y^, ZJ 
sind also die Kräfte, welche die Kugeln k und h ausüben, wenn 
jede derselben allein vorhanden ist Sie sind also voneinander 
isolierbar und getrennt mefsbar, und man mufs ihnen deshalb 
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dieselbe physikalische Realität als der Kraft (X, T, Z) zuschreiben. 
Ihre Vektorsumme ist aber nicht gleich (X, Y, Z). 

Was wir hier für den Fall zweier wirkender Kugeln abgeleitet 
haben, wird sofort auf den Fall beliebig vieler wirkender Kugeln 
übertragen werden können. Selbst wenn es auch, wie wir später sehen 
werden, Fälle giebt, wo die temporären Kräfte wieder das einfache 
Verhalten der Kräfte niederer Ordnung zeigen, sind wir doch be- 
rechtigt, als Gegensatz zu dem Satze 168 über die Kräfte niederer 
Ordnung den folgenden Satz aufzustellen: 

Für die hydrodynamischen Fernkräfte höherer Ordnungen ist das Prinzip 
von der ungestörten Superposition der Kräfte nicht allgemein gültig. 

Der Inhalt des Satzes läfst sich auch so formulieren: die Re- 
sultantkraft ist im allgemeinen nicht die Vektorsumme derjenigen 
Einzelkräfte, welche jede Kugel ausübt, wenn sie allein vorhanden 
ist Oder, für den Fall von zwei wirkenden Kugeln: das Prinzip 
von dem Parallelogramm der Kräfte ist für die hydrodynamischen 
Fernkräfte höherer Ordnung nicht allgemein gültig, wenn man unter 
den Komponenten diejenigen Kräfte versteht, welche jede Kugel 
ausübt, wenn sie allein vorhanden ist Insofern versagt also der 
Satz von dem Parallelogramm der Kräfte als ein physikalisches 
Prinzip, wo man nur mit voneinander isolierbaren und getrennt mefs- 
baren Kräften operiert. Das hat aber nichts mit der Gültigkeit 
dieses Satzes als mathematisches Prinzip zu thun: die Resultant- 
kraft bleibt die Vektorsumme der beiden durch (c) definierten Kräfte; 
diese Kräfte sind aber nur mathematische Rechengröfsen, physi- 
kalisch isolierbar und voneinander getrennt mefsbar sind aufser 
der Kraft (-X, F, Z) nur die Kräfte (^, F Ä , ZJ und (-X^, Y^, ZJ. 

211. Die Energie im Stromfelde zweier pulsierender Kugeln. — 

Um die eigentümlichen Gesetze der Zusammensetzung der temporären 
Kräfte in einem konkreten Falle zu sehen, werden wir das möglichst 
einfache Beispiel ausarbeiten, nämlich dasjenige der Wirkung zweier 
pulsierender Kugeln k und h auf eine neutrale g. 

Um die Kräftefunktion dieser Kraft zu bilden, wenden wir am 
einfachsten den Satz 135 über die Beziehung der Kräftefunktion zu 
der Energie des Einfallsstromes an. Das Potential des von den 
beiden pulsierenden Kugeln herrührenden Stromfeldes wird, wenn 
wir der Einfachheit halber von allen Reaktionspotentialen absehen: 

(v Et Eh 
a ) CD ss - ~— . 

' ~ 4nr* 4nr h 
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Die Geschwindigkeit, welche diese beiden Engeln zusammen im 
Punkt g erzeugen, wird also die Komponenten 



d = — 



• (b) /* - - 



r = - 



d Mu 
da, 4nri, 


d & 
da, inr h . 
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db, Anrt, 


d A 
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do g Inrtg de g ±nr hg 



haben. Hieraus ergiebt sich als Ausdruck der Energie pro Volum- 
einheit dieses Stromes: 

"* lVöa^47fr^ daginrkg) {öbg^rr^ dbg^nr^) \deg4nrtg dc g 4nr h g) J' 

Durch Ausführung der Differentiation und der Quadrate bringt man 
dies leicht auf die Form: 

Die Kräftefunktion, die man hieraus durch Multiplikation mit 
— ■§■ E und mit dem Koefficienten der inducierten Konfliktgeschwin- 
digkeit bildet, ist nicht mehr, wie die entsprechende Kräftefunktion 
für permanente Kräfte, die Summe von zwei Gliedern, von denen 
das eine die Kraft von der einen und das andere die Kraft von 
der anderen wirkenden Kugel darstellt, sondern sie ist die Summe 
von drei Gliedern, deren eines, das ergänzende Glied, die Koordi- 
naten beider Kugeln neben einander enthält, also auf dem gleich- 
zeitigen Vorhandensein beider wirkender Kugeln beruht. 

212. Einzelkräfte und ergänzende Kraft. — Wir geben deshalb 
jede künstliche Zerlegung der Kraft in zwei formell von den einzelnen 
Kugeln Ic und h herrührende Kräfte auf, und ziehen vor, die Gesamte 
kraft, der Form der Kräftefunktion entsprechend, durch drei Kräfte 
darzustellen. 

Da die Ebene, welche die Mittelpunkte aller drei Kugeln ent- 
hält, eine Symmetrieebene ist, welche folglich auch die Kräfte ent- 
hält, brauchen wir nur die Verhältnisse in dieser Ebene zu studieren. 
Wählen wir sie als sey-Ebene, so wird e = <^ = c^ = 0, wodurch 
sich der gefundene Energieausdruck vereinfacht Wenn wir nach- 
her mit —iE und mit dem Koefficienten der inducierten Konflikt- 
es g 
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geschwindigkeit multlplicieren (135), so ergiebt sich als Ausdruck 
Kräftefunktion: 

» * --*» &tAA)' + ^ (v t?y + (4)1' 

Die erste zu betrachtende Kraft ist die von der pulsierenden 
Kugel k allein ausgehende Kraft, die längs der Verbindungslinie r^ 
gerichtet ist und durch Differentiation des ersten Gliedes von *P 
nach r kg gefunden wird: 

ff» *. - S, Jjft^^. 

Die zweite Kraft ist die entsprechende von der pulsierenden 
Kugel h allein ausgehenden Kraft, welche längs der Verbindungslinie 
r hg gerichtet ist, und aus dem letzten Glied von *P gefunden 
wird: 

Schliefslich giebt das mittlere Glied von *P die ergänzende 
Kraft, welche von dem gleichzeitigen Vorhandensein der Kugeln h 
und h abhängt, und deren Komponenten längs der Achsen x und y 

Q— Qg T? Ek Eh 



8 *fc+I« «<*«)■ rj^l 8 ^ W *"] 

a„ 9-Qt v -&-& [a ( a >- <t *)( a »- g >)+( ft »- ft *)( ft »- 6 i~\(h 6 *+M 
^Q^Ti'i^rg,^ 3 ^ 1 \( b i 2TJ 

sind. Die letzten Faktoren dieser Ausdrücke sind die Projektionen 
auf die Achsen von derjenigen Gerade q 9 welche den Punkt g mit 
dem Mittelpunkt O von h und * verbindet (Figur 39). Die ergänzende 
Kraft ist also längs dieser Linie gerichtet Bemerken wir weiter, 
dafe die Klammerausdrücke die Bedeutung 3 cos x — 1 haben, wenn 
X der zwischen r h und r k eingeschlossene Winkel ist, so wird der 
Ausdruck der ergänzenden Kraft 

(d) R^ = 3 q £$- E a ^ • -^-(3 cos* - 1). 

Diese ergänzende Kraft verschwindet in denjenigen Punkten des 
Feldes, wo 
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(e) 



— 1 



cos* = i, 



das heifst in allen Punkten derjenigen Kreisbögen, von denen ans 
der Centralabstand r to der pulsierenden Kugeln unter einem Winkel 
gesehen wird, dessen Kosinus £ ist Diese die Punkte g und h 
passierenden Kreisbögen sind in der Figur 39 voll ausgezogen. Inner- 
halb dieser Kreisbögen wird die ergänzende Kraft das eine, ausser- 
halb das andere, im übrigen auf dem Vorzeichen von ]SJ k und $J h 
beruhende Vorzeichen haben. 



213. Beispiele der Zusammensetzung temporarer Kräfte. — Hat 

die Kugel g ihren Mittelpunkt auf einem der voll ausgezogenen 
Kreisbögen der Figur 39, so wird die 
Resultantkraft in gewöhnlicher Weise 
nach dem Parallelogrammprinzipe ge- 
funden, durch Zusammensetzung der- 
jenigen Kräfte R^ und i2^, welche 
die Kugeln k und h ausüben, wenn 
jede derselben allein vorhanden ist 
In allen anderen Punkten des Feldes 
ißt dagegen das Parallelogrammprinzip 
als ein physikalisches Prinzip nicht 
anwendbar. 

Im Baume aufserhalb dieser Kreis- 
bögen wird R^ dasselbe Vorzeichen 
wie R^ und R^ haben, solange $J h und 
£ k gleiche Vorzeichen haben, und die 
Kugeln also gleich pulsierend sind. 
Die Kraft R^ liegt dann so, wie sie in 
der Figur gezeichnet ist, nämlich in 

dem zwischen R^ und R^ eingeschlossenen Winkel, wo auch die nach 
dem Parallelogrammgesetze konstruierte Resultante dieser Kräfte 
liegen mufs. Eine schon durch qualitative Versuche hervortretende 
auffällige Abweichung von dem Parallelogrammgesetze wird dann 
nicht eintreten, wie grofse Unterschiede man auch durch messende 
Versuche finden mag. 

Sind dagegen die Kugeln k und h entgegengesetzt pulsierend, 
so wird die ergänzende Kraft R^ abstofsend sein, wenn R^ und R^ 
anziehend sind, und umgekehrt. Befindet sich dann die Kugel g in 
sehr grofsem Abstände von h und &, so werden die Kräfte R^ und R^ 
einen verschwindend kleinen Winkel miteinander bilden. Die durch 




Fig. 89. 
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die Zusammensetzung aller drei Kräfte hervorgehende Kraft wird 
dann aus dem zwischen R^ und R^ eingeschlossenen Winkel heraus- 
treten. Richten wir also unsere Aufmerksamkeit nur auf die physi- 
kalisch definierbaren Kräfte, so finden wir das auffällige Resultat, 
dafs zwei gleichgerichtete Kräfte sich zu einer damit nicht gleich- 
gerichteten Resultanten zusammensetzen. Dies erklärt, warum die 
Kraft, welche eine oscillierende Kugel auf eine neutrale ausübt, nicht 
central ist (208), während doch die Kräfte gegen jede der beiden 
infinitesimalen Kugeln des äquivalenten pulsierenden Kugelpaares 
Centralkräfte sind. 

Im Räume innerhalb der Kreisbögen wird man noch auffälligeren 
Erscheinungen begegnen. Hier wird R^ das entgegengesetzte Vor- 
zeichen von R^ und R^ haben, wenn JßJ h und JßJ k gleiches Vorzeichen 
haben, die Kugeln also gleich pulsierend sind. Untersuchen wir 
besonders, ob 22^ *ü e Resultante von R^ und R^ entgegengesetzt 
gleich sein kann. Wenn dies eintreffen soll, mufs zunächst die 
Resultante R^ und R^ längs der Linie q gerichtet sein. Dies er- 
fordert, wie man an der Figur leicht sieht, dafs 

R kk R hh 



r Xg r hg 

Setzt man die Werte von R^ und R^ nach 212 (b) und (c) ein, so 
ergiebt sich, dafs dies in denjenigen Punkten des Feldes eintreten 
wird, wo die Abstände des Punktes g von den Punkten h und k die 
Bedingung 

(a) £ = £ 

r kg r hg 

erfüllen. Weiter ist der absolute Wert der nach dem Parallelo- 
grammgesetze gebildeten Resultante von R^ und R^ die Quadrat- 
wurzel von 

Rik + Rh + ZHucRhhCosx- 

Durch Einsetzen der Werte von R^ und R^ ergiebt sich 

In denjenigen Punkten des Feldes, wo die Relation (a) erfüllt ist, 
läfst sich dieser Ausdruck in der Form 
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schreiben. Die Wurzel der in den letzten Parenthesen enthaltenen 
Gröfse ist aber einfach das Doppelte des Abstandes q des Punktes g 
von dem Mittelpunkte zwischen k und h, wie man wieder leicht aus 
der Figur ersieht. Der gesuchte absolute Wert der Resultante 
von B^ und R^ reduciert sich also auf 

0>) 6*^=%*** Q 




Dieser Ausdruck ist B^ entgegengesetzt gleich, wenn 3cos#— 1 
den Wert 2 hat, oder 

(c) cos/ = - £. 

Diese Bedingung ist in den Punkten der punktierten Kreisbögen 
erfüllt, welche die früher voll ausgezogenen Kreisbögen zu voll- 
ständigen Kreisen ergänzen. Wir finden also das folgende Resultat: 

In denjenigen zwei Punkten der punktierten Kreisbögen, wo 
die Abstände von den Punkten k 
und h die Relation (a) erfüllen, 
wird die Kugel g im Gleichgewicht 
sein. Wenn die Pulsationsinten- 
sitäten $J k und $J h gleich sind, 
werden diese Gleichgewichtspunkte 
die Schnittlinien dieser Kreisbögen 
mit der durch O gelegten Senk- 
rechten zu der Centrallinie r^ der Fi „ 40 
pulsierenden Kugeln sein. Der 

Einfachheit halber nehmen wir im folgenden diese Gleichheit der 
Pulsationsintensitäten an. Setzen wir die ergänzende Kraft R^ 
aufser Betracht und nehmen nur auf die physikalisch isolierbaren 
Kräfte R^ und R^ Rücksicht, so erhalten wir das Resultat, dafs 
zwei Kräfte, welche nicht entgegengesetzt gleich sind, einander 
Gleichgewicht halten. In der Nähe dieses Gleichgewichtspunktes 
wird die Kraft, welche thatsächlich die Kugel g angreift, jeden be- 
liebigen Winkel mit der Parallelogrammresultante der Kräfte R& 
und R^ bilden können. Ist beispielsweise die Kugel g schwerer 
als die Flüssigkeit, so dafs die Kräfte R^ und R^ anziehend sind, 
so wird die totale Kraft etwas aufserhalb der neutralen Punkte die- 
selbe Richtung, obgleich eine viel geringere Intensität haben als 
die Parallelogrammresultante von Ä tt und R^; etwas innerhalb wird 
sie die entgegengesetzte Richtung wie die Parallelogrammresultante 
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haben; etwas rechts oder links von dem neutralen Punkte wird sie 
auf der Parallelogrammresultante senkrecht stehen (Figur 40). Ist 
die Kugel g leichter als die Flüssigkeit, so braucht man nur allen 
Pfeilen der Figur 40 die entgegengesetzte Richtung zu geben. 

In dem Räume innerhalb der beiden punktierten Kreisbögen 
wird man deshalb der folgenden auffälligen Erscheinung begegnen: 
Eine Kugel, die leichter als die Flüssigkeit ist, und die deshalb von 
jeder der pulsierenden Kugeln allein abgestofsen wird, wird von 
beiden Kugeln zusammen gegen den Punkt O hin angezogen, und 
befindet sich dort in stabilem Gleichgewichte. Eine schwere Kugel 
dagegen, welche von jeder Kugel allein angezogen wird, wird im 
Punkte O instabiles Gleichgewicht haben. Hat sie nur Freiheit, 
sich auf der Senkrechten durch O zu bewegen, so wird sie nach dem 
neutralen Punkte auf einem der punktierten Kreisbögen hingetrieben 
und wird sich dort in stabilem Gleichgewichte befinden. 

Das hier durchgeführte Beispiel, welches leicht durch ähnliche 
ergänzt werden kann, genügt, um zu zeigen, wie weit sich die tem- 
porären Fernkräfte von den früher untersuchten Kräften niederer Ord- 
nung in Bezug auf die Gesetze der Zusammensetzung unterscheiden: 
die temporäre Kraft, welche Kugeln zusammen ausüben, kann in 
Bezug auf Intensität und Richtung beliebig viel von der Vektorsumme 
derjenigen Kräfte abweichen, welche jede Kugel ausübt, wenn sie 
allein vorhanden ist 

Dieses komplicierte Verhalten der temporären hydrodynamischen 
Fernkräfte ist ein deutliches Zeugnis, dafs wir uns der Grenze 
nähern, wo die künstlich eingeführte Vorstellung von den hydrodyna- 
mischen Fernkräften aufhört, eine einfache und natürliche Vorstellung 
zu sein. Im Falle der Kräfte niederer Ordnung war sie durchaus 
einfach. Jetzt ist aber die hydrodynamische Form des Gesetzes, 
wonach sich die neutrale Kugel in der Richtung zunehmender oder 
abnehmender Stromenergie bewegt, entschieden einfacher als die 
Vorstellung von Femkräften, die nicht voneinander unabhängig 
wirken. 
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Elfter Abschnitt 

Hydrodynamische Fernkräfte höherer Ordnung. Temporäre 
Wechselwirkungen zwischen neutralen Engeln in permanent- 

oscillierendem Strome. 

214. Zwei neutrale Kugeln in einem Parallelstrome. — Da 
das Prinzip von der ungestörten Superposition nicht mehr für die 
hydrodynamischen Fernkräfte höherer Ordnung allgemeine Gültigkeit 
hat, so verdienen die Ausnahmefälle, wo es sich gültig zeigt um so 
gröfsere Aufmerksamkeit Ein solcher Fall tritt ein für die Wechsel- 
wirkung zwischen mehreren neutralen Kugeln, die in demselben, von 
entfernten permanent -pulsierenden oder oscillierenden Kugeln her- 
rührenden Strome schwimmen. 

Wenn die letzteren Kugeln hinlänglich weit entfernt sind, 
können wir den permanent-oscillierenden Strom, als einen Parallel- 
strom mit der Geschwindigkeit (äj,, ß py y p ) betrachten. Die beiden 
neutralen Kugeln g und k werden inducierte Oscillationen annehmen 
mit den Aktionsmomenten (/£ d£ tfy und (fi, 61, #*), und infolge- 
dessen Ströme erzeugen, die sich über den Parallelstrom lagern 
und die die Potentiale 

w 

% — \ Fk sa 4^r + Gk db k i^ + ^ss w 

haben, wo die Aktionsmomente durch 

gegeben sind. 

Die Kugel g wird jetzt eine Kraft erleiden, welche die ^-Kom- 
ponente 

Bjnuarn, Vorlesungen. L 21 
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(c) X g = - q {ä a F g + ä ß Ög + d r 6} ) 

hat Die hier auftretenden deformativen Geschwindigkeiten d a , äß, dy 
lassen sich als die partiellen Ableitungen nach a g von den Ge- 
schwindigkeitskomponenten ä, ß } y des Einfallsstromes darstellen, in 
dem sich die Eugel g befindet Da zugleich die Grofsen i^, 6g, iijj, wie 
die Formeln (b) zeigen, von a g , b g} c g unabhängig sind, können wir 
X g in der Form: 

x.- -«£{**, + *<*; + >*;} 

schreiben. Die Kraft, welche die Eugel g angreift, lafst sich also 
durch die Kräftefunktion: 

(d) V* = -q{äP, + ß# t + ?#,] 
darstellen. 

Die hier auftretenden Geschwindigkeitskomponenten ä, ß, y sind 
die Summen der im ganzen Felde konstanten Geschwindigkeitskom- 
ponenten ä p , ß p , y p des permanenten Parallelstromes und der tempo- 
rären Geschwindigkeitskomponenten d p ß p y t , welche die Kugel k im 
Punkt g erzeugt Nur die letztere Geschwindigkeit ist von Punkt 
zu Punkt veränderlich, so dafs sie im Ausdruck (d) von Bedeutung 
ist Drücken wir diese Geschwindigkeit durch die Ableitungen von 
cp k nach a g , b g , c g aus, so ergiebt sich für die Kräftefunktion: 

(e) + tf' [ # * * + 4_L + # /--r-M 

Diese Kräftefunktion hat also genau dieselbe Form, wie die Kräfte- 
funktion 199 (d') für die Wechselwirkung zweier permanent oscil- 
lierender Kugeln, nur dafs man sich immer der Relationen (b) erinnern 
mufs, nach denen die Aktionsmomente durch die Geschwindigkeit 
des permanenten Parallelstromes gegeben sind. 

Bringen wir die Kräftefunktion auf die trigonometrische Form 
199 (e), so ist wegen des Parallelismus der Aktionsmomente cos = 
und cos g = — cos V das letztere unter der Voraussetzung, dafs die 
Aktionsmomente S g und S u als positive und negative GrSfsen auf- 
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gefa&t werden. Bezeichnen wir durch & = k = n — 6 g den Winkel, 
welchen die Verbindungslinie r^ der Engeln mit der Richtung des 
Parallelstromes, oder der damit identischen Richtung der Aktions- 
momente der Kugeln bildet, so wird die Kräftefunktion 

(f) Vug = -qs g s k 



4nr 



*g 



Sg und Sl sind hier Vektorgrö&en mit den Komponenten (b), also 
die temporären Aktionsmomente, die, wenn wir durch & p die Re- 
sultantgeschwindigkeit im permanenten Parallelfelde bezeichnen, die 
Form annehmen: 

(g) 4!-|^**„ 4!-|Jz«l**,. 

Durch Einsetzen dieser Werte ergiebt sich also schliefslich 

215. Sie Wechselwirkung der beiden Kugeln. — Die Kräfte, 
welche die beiden Kugeln aufeinander ausüben, lassen sich durch 
eine radiale, rein anziehende oder abstofsende Kraft 

und ein Drehungsmoment darstellen, welches auf die Richtung der 
Verbindungslinie r^ verändernd wirkt: 

T *- - 3(|*,) ? ( g, + |?)(&+ ^)^^nn^r- 

Die Kraftrichtungen hängen teils von dem Winkel &, also der 
Richtung der Verbindungslinie der Kugeln relativ zur Richtung des 
Parallelstromes, teils von dem Faktor (q — Q g ) {q — Q k ) ab. Diese 
Gröfse ist positiv, wenn entweder beide Kugeln dichter, oder beide 
Kugeln weniger dicht als die Flüssigkeit sind, negativ, wenn die 
eine Kugel dichter, die andere weniger dicht als die Flüssigkeit ist. 

Sind beide Kugeln schwerer oder beide leichter als die Flüssig- 
keit, so ist die radiale Kraft positiv oder abstofsend, solange der 

numerische Wert von cos# kleiner als —=l ist, und sonst negativ 

VT 

oder anziehend. Die Kugeln werden also eiuander abstofsen, wenn 

21* 
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sie sich auf derselben Stromlinie des Parallelfeldes befinden, dagegen 
anziehen, wenn sie sich in einer zu den Stromlinien senkrechten 
Ebene befinden. In diesen beiden Lagen der gröfsten Anziehung 
oder Abstofsung ist das Drehungsmoment Null, in allen anderen 
Lagen aber von Null verschieden und so gerichtet, dafs die Ver- 
bindungslinie der Kugeln sich senkrecht zu den Stromlinien des 
Feldes einzustellen sucht. Befinden sich die Kugeln also ursprüng- 
lich sehr nahe auf derselben Stromlinie, so werden sie sich erst 
voneinander entfernen, während gleichzeitig ihre Verbindungslinie 
sich so dreht, dafs der Winkel, den sie mit den Stromlinien des 
Feldes bildet, wächst Wenn dieser Winkel den Wert von etwa 

55° überschritten hat, wo cos = — , tritt Anziehung ein, die 

ihren gröfsten Wert erreicht, wenn die Verbindungslinie senkrecht 
zu den Stromlinien des Parallelfeldes ist Sofern die Drehung sich 
nicht wegen der Trägheit über die Gleichgewichtslage hinaus fort- 
setzt, wird von jetzt an nur eine Annäherung der Kugeln gegen- 
einander stattfinden. 

Ist die eine Kugel schwerer, die andere leichter als die Flüssig- 
keit, so haben die Kräfte entgegengesetztes Vorzeichen: die Kugeln 
stofsen einander ab, wenn sie sich in derselben Ebene senkrecht 
zu den Stromlinien befinden, die Verbindungslinie sucht sich dem 
Parallelismus mit den Stromlinien zu nähern. Wenn der Winkel # 
auf 55° vermindert ist, tritt Abziehung ein, welche am stärksten 
wird, wenn der Parallelismus der Verbindungslinie mit den Strom- 
linien erreicht ist. 

216. Ein System von beliebig vielen neutralen Kugeln gleicher 
Gröfse und Dichte im oscillierenden Strome. — In dem hier be- 
trachteten Falle, wo die inducierten Schwingungen der beiden Kugeln 
eine gemeinschaftliche Ursache haben, während die gegenseitigen 
Induktionen unter den Kugeln aufser Betracht gesetzt werden können, 
lassen sich die Wirkungen beliebig vieler Kugeln ohne weiteres 
superponieren. Die Kräftefunktion für sämtliche Wechselwirkungen 
erhält man einfach, wenn man die Kräftefunktionen der Form 214 (f) 
oder (h) nach g und k summiert, unter der gewöhnlichen Voraus- 
setzung, dafs immer g und k voneinander verschieden sind. Nur 
die Wechselwirkungen mit denjenigen entfernten pulsierenden oder 
oscillierenden Kugeln, welche den vorausgesetzten permanenten 
Strom erzeugen, lassen sich einander nicht ungestört superponieren. 
Von diesen Kräften sehen wir aber vorläufig ab, indem wir den 
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permanent -oscillierenden Strom der Einfachheit halber als Parallel- 
strom betrachten. 

Die Bewegungen eines Systems von neutralen Kugeln in einem 
beliebigen oscillierenden Strome lassen sich danach in den allge- 
meinen Zügen leicht überblicken. Wir denken uns zur Verein- 
fachung, dafs sämtliche Kugeln untereinander identisch sind, so dafs 
alle Volumina, E k = B 9 =* E, und alle Dichtigkeiten, Q k = Q g = Q, 
gleich sind. 

Die Kräftefunktion für die Wechselwirkungen unter den neu- 
tralen Kugeln nimmt dann die einfache Form 



&c 9 



an, wo & p die Geschwindigkeit des Parallelstromes ist, und /^ der 
Winkel, welchen die Verbindungslinie zweier Kugeln k und g mit 
& p bildet Ist der Strom nicht mehr ein Parallelstrom, sondern ein 
beliebiger Strom potentieller Natur, so bleibt die Kräftefunktion W 
für jede beliebige Gruppe von Kugeln verwendbar, welche innerhalb 
eines Stromgebietes liegt, wo & p nur kleine Veränderungen an Gröfse 
und Richtung erleidet 

Sind die Kugeln im Anfange ganz regellos verteilt, so werden 
die Oscillationen des Stromes ordnend auf die räumliche Verteilung 
der Kugeln wirken: Kugeln, welche auf derselben Stromlinie liegen, 
werden sich voneinander entfernen, Kugeln, welche in einer zu den 
Stromlinien normalen Fläche liegen, suchen sich einander zu nähern. 
Die Verbindungslinien aller Kugeln suchen sich gegen die zu den 
Stromlinien senkrechte Lage hin zu drehen. Da das Drehungs- 
moment proportional der umgekehrten dritten Potenz der Entfernung 
ist, wird sich dasselbe für die sich verlängernden Verbindungslinien, 
welche den Stromlinien angenähert parallel sind, nicht stark geltend 
machen, aber gleichzeitig um so stärker für diejenige Verbindungs- 
linie, welche sich verkürzen und sich der zu den Stromlinien senk- 
rechten Lage nähern. Die Folge wird sein, dafs sich die Kugeln 
nach kurzer Zeit auf Flächen einstellen, die normal zu den Strom- 
linien des Feldes sind. Diese Ordnung ist eine stabile, denn das 
Drehungsmoment verhindert die Kugeln, welche einmal in eine solche 
Fläche gelangt sind, sich von derselben wieder zu entfernen; und 
gleichzeitig werden die einzelnen Flächen sich voneinander getrennt 
halten wegen der gegenseitigen Abstofsung. Wo sich die Flächen 
sonst bilden werden, wird von Zufälligkeiten in der ursprünglichen 
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Verteilung der Kugeln abhängen: diejenigen Stellen des Feldes, wo 
die Abstände und gegenseitigen Lagen der Kugeln die schnelle 
Bildung eines Elementes einer Fläche begünstigen, werden Ausgangs- 
punkte der Bildung vollständiger Flächen bilden. 

Ziehen wir schliefslich zugleich diejenige Kraft in Betracht, die 
jede Kugel in der Richtung zunehmender oder abnehmender Feld- 
energie zu treiben sucht, so ergiebt sich, dafs die auf Äquipotential- 
flächen des Stromes geordneten Kugeln sich in der Richtung zu- 
nehmender Feldenergie bewegen werden, wenn alle Kugeln schwerer 
als die Flüssigkeit sind, in der Richtung abnehmender Feldenergie 
dagegen, wenn alle Kugeln leichter als die Flüssigkeit sind. Rührt 
beispielsweise der permanente Strom von einer pulsierenden Kugel 
her, so werden sich die neutralen Kugeln auf Kugelflächen ein- 
stellen, welche mit der pulsierenden Kugel koncentrisch sind; und 
diese Kugelflächen werden sich verengern oder erweitern, je nachdem 
die Kugeln schwerer oder leichter als die Flüssigkeit sind. 

217. Analogie der temporaren hydrodynamischen Fernkräfte 
mit den temporaren elektrischen und magnetischen Fernkraften. — 

Es mufs sofort auffallen, dafs die in den letzten drei Abschnitten 
beschriebenen Erscheinungen eine Erweiterung der im Fall der 
permanenten hydrodynamischen Fernkräfte aufgetretenen Analogie 
mit elektrischen und magnetischen Fernkräften bilden. Die ursprüng- 
lich neutralen Kugeln, die von selbst keine Fernwirkungen ausüben, 
werden von den permanent-pulsierenden oder oscillierenden Kugeln 
in inducierte Oscillationen versetzt und erhalten dadurch dieselbe 
Fähigkeit wie die permanent-oscillierenden Kugeln, den magnetischen 
ähnliche Fernwirkungen auszuüben. 

Dabei tritt, genau wie im Magnetismus, ein auf den stofflichen 
Eigenschaften des neutralen Korpers beruhende verschiedene Po- 
larität ein: die leichte Kugel, die schneller als der umgebende Strom 
schwingt, erhält ein positives Aktionsmoment, welches dem positiven 
magnetischen Momente der ferromagnetischen Körper entspricht. 
Die schwere Kugel, die langsamer als der Strom schwingt, und die 
deshalb relativ betrachtet gegen den Strom schwingt, erhält ein 
negatives Aktionsmoment, welches dem negativen magnetischen 
Momente der diamagnetischen Körper entspricht Infolge der ver- 
kehrten Polgesetze wird dann die leichte Kugel von der permanent- 
pulsierenden oder oscillierenden Kugel abgestofsen und die schwere 
angezogen. Infolge desselben verkehrten Polgesetzes wird ein System 
von neutralen Kugeln sich auf Äquipotentialflächen des Feldes ordnen, 
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während die magnetischen neutralen Körper sich längs der Vektor- 
linien des Feldes einstellen, wie der bekannte Versuch mit Eisen- 
feilspänen zeigt 

Den Vergleich mit magnetischen Erscheinungen können wir 
deshalb fortwährend benutzen, um die eintretenden Fernwirkungen be- 
quem überblicken zu können. Beide Regeln 202 (A) und (B) behalten 
ihre Brauchbarkeit, nur dafs die in (A) enthaltene Definition der 
magnetischen Achse und der Pole der oscillierenden Kugel in 
folgender Weise vervollständigt werden muss, um zugleich den Fall 
der temporär-inducierten Oscillationen umfassen zu können: 

Zu der gewählten Anfangszeit beobachtet man die Bewegung der 
oscillierenden Kugeln relativ zu dem Einfallsstrom, und nlnnt den in 
dieser relativen Bewegung vorausgehenden Pol der Kugel ihren Nordpol, 
den nachfolgenden ihren Südpol. 

Diese Definition ist gleich brauchbar, sei es, dafs die Oscil- 
lationen der Kugel permanent, temporär oder zusammengesetzt per- 
manent und temporär sind. Verwendet man diese Regel zur 
Benennung der Pole der oscillierenden Kugel und hält im übrigen 
die Definition (A) für den Fall der pulsierenden Kugel und die 
Regel (B) über das verkehrte Polgesetz fest, so leitet man leicht 
alle qualitativen Ergebnisse unserer obigen Untersuchungen über die 
temporären hydrodynamischen Fernkräfte ab. Dafs sich die Analogie 
auch in Bezug auf die quantitativen Verhältnisse bewährt, werden 
wir später nachweisen. Nur soviel sei schon jetzt erwähnt, dafs wieder 
die Benutzung der ÜABvisiDE'schen Einheiten für die elektrischen 
und magnetischen Gröfsen die Vollständigkeit der Analogie am ein- 
fachsten hervortreten lässt 

218. Schlufsbetrachtungen über die hydrodynamischen Fern- 
kräfte. — Die Aufgabe, die wir uns mit der Untersuchung der 
Eigenschaften der hydrodynamischen Femkräfte gestellt haben, be- 
trachten wir jetzt als erledigt Einerseits haben wir unsere Unter- 
suchungen fortgesetzt bis zu der Grenze, wo die Brauchbarkeit unserer 
fundamentalen Kraftformeln 87 (a) aufhört Andererseits haben wir 
aber auch schon die Grenze erreicht, wo die Vorstellung der hydro- 
dynamischen Fernkraft aufhört einfach und handlich zu sein, wie 
die kompilierten Gesetze der Zusammensetzung der temporären 
Fernkräfte gezeigt haben. Allerdings wird man keinen prinzipiellen 
Schwierigkeiten begegnen, wenn man die Formeln 87 (a) vervoll- 
ständigen und die Untersuchungen fortsetzen will. Aber die Arbeit 
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wird in mathematischer Beziehung immer beschwerlicher werden, 
und die Resultate werden immer mehr an Einfachheit verlieren. 

Eine solche weitere Fortsetzung der Untersuchungen werden 
wir deshalb nicht vornehmen. Dagegen verdient eine Erscheinung 
eine genauere Untersuchung, nämlich die auffallige Analogie mit 
elektrischen und magnetischen Fernkräften. Von dem einen Unter- 
schied, dem Vorzeichen der Kräfte, abgesehen, ist diese Analogie voll- 
ständig, und zeigt sich auch besonders darin, dafs man bei der 
fortgesetzten Untersuchung der Femkräfte beider Arten zuletzt 
zu einem Punkte kommt, wo die Fern Wirkungsvorstellung sich als 
künstlich und schwer zu handhaben erweist. In der Hydrodynamik 
war dies vorauszusehen; denn die Fern Wirkungsvorstellung ist hier 
als eine künstliche Vorstellung eingeführt, und man kann von dieser 
Vorstellung wieder zu der unmittelbaren Betrachtung des Stromfeldes 
und des Flüssigkeitsdruckes zurückkehren. In der Elektricitätelehre 
hat andererseits die Erkenntnis der kompilierten Natur der Fern- 
kräfte zu der Überzeugung geführt, daß dieselben nicht mehr als 
Fundamentalvorstellungen brauchbar sind; man hat versucht sie 
zu eliminieren und als neue Fundamentalvorstellung diejenige der 
elektrischen und magnetischen Felder einzuführen. Eine nahe liegende 
Frage wird dann diese: 

Wie verhalten sich die elektrischen und die magnetischen Felder, 
die man als Ursachen hinter die elektrischen und magnetischen Fern- 
wirkungen zu schieben versucht hat, zu den hydrodynamischen Strom- 
feldern, die die Ursachen der hydrodynamischen Fernkräfte sind? 

Dafs auch diese beiden Klassen von Feldern mehr oder 
weniger ausgedehnte Analogien miteinander haben, ist schon längst 
bekannt Solche Analogien sind auch von Anfang an in unseren 
Untersuchungen hervorgetreten. Die Figuren, die wir in dem kinema- 
tischen Teil unserer Untersuchungen zur Darstellung von hydro- 
dynamischen Stromfeldern gezeichnet haben, können alle ebensogut 
als Darstellungen elektrischer oder magnetischer Kraftfelder be- 
trachtet werden. Tiefer liegenden Analogien derselben Natur sind 
wir in den Abschnitten über die hydrodynamische Selbstinduktion 
und die hydrodynamische Fremdinduktion begegnet Dafs bruch- 
stückweise solche Analogien vorliegen, ist deshalb schon eine 
Thatsache. Die grofse Frage ist aber, ob es nur vereinzelte 
Bruchstücke sind, oder ob sie sich zu einem organischen Ganzen 
miteinander und mit den zugehörigen Fernkräften zusammenfügen. 

Wie es sich mit dieser Frage verhält, werden wir deshalb noch 
zu untersuchen haben. Ehe wir aber diese Aufgabe angreifen, wird 
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es zweckmäfsig sein, dafs wir in noch konkreterer Form, nämlich 
durch das Experiment, mit den hydrodynamischen Erscheinungen, 
welche unseren Gegenstand bilden, vertraut werden. Wir werden daher 
im nächsten Band die experimentellen Untersuchungen der hydro- 
dynamischen Fernkräfte und der hydrodynamischen Stromfelder dar- 
stellen, und dann die Frage von der Analogie dieser Erscheinungen 
mit den elektrischen und magnetischen untersuchen. 



Zwölfter Abschnitt. 

Zar geschichtlichen Entwicklung der Theorie der hydro- 
dynamischen Fernkräfte. 

219. Frühere Zerlegung der hydrodynamischen Fernkräfte. — 
Wir werden zuletzt noch einige Erläuterungen über die geschicht- 
liche Entwickelung der Theorie der hydrodynamischen Fernkräfte 
geben, und zwar um so eher, als wir dadurch Gelegenheit finden 
werden, noch einmal auf den wichtigsten Punkt in der Darstellung 
der ganzen Theorie zurückzukommen. 

Wie in dem ersten Abschnitte dieses Teiles erwähnt, hatte 
C. A. Bjebenes im Jahre 1868 seine ersten allgemeinen Resultate 
über die Eigenschaften der hydrodynamischen Fernkräfte, doch ohne 
die Ableitungen zu geben, publiciert (S. 235). Diese Resultate decken 
sich im wesentlichen mit denjenigen, die wir in den sechs ersten 
Abschnitten dieses Teiles wiedergegeben haben. Doch sind zwei 
Unterschiede zu erwähnen. 

Die Resultate aus dem Jahre 1868 waren insofern specieller 
als die hier wiedergegebenen, als die Kugeln noch von unveränder- 
lichem Volumen vorausgesetzt waren. Mit Rücksicht auf die Ziele, 
die Bjebenes verfolgte, und seine Hoffnungen, durch die Unter- 
suchung periodischer Volumänderungen Kraftgesetze analog dem 
NEWTON'schen zu finden, war dieses eine wesentliche Lücke. Die 
Ausfüllung derselben wurde deshalb sofort in Angriff genommen, 
und gelang in den unmittelbar folgenden Jahren ohne wesentliche 
Schwierigkeiten. 

Der andere zu erwähnende Unterschied hat seinen Ursprung in 
der gewählten Form der Darstellung, und ist somit scheinbar ein 
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sehr unwesentlicher. Wir haben in unserer Darstellung von An- 
fang an die hydrodynamischen Druckkräfte in zwei Partialkräfte, 
die inducierende und die energetische, zerlegt (90). Das Prinzip der 
Zerlegung war die Ausscheidung einer Partialkraft, der inducieren- 
den, welche die Form einer totalen Ableitung nach der Zeit hatte. 
Diese Zerlegung hatte Bjebknes in seinen älteren Untersuchungen 
nicht benutzt, sondern eine scheinbar viel näher liegende, wobei die 
Kräfte in die auf den Geschwindigkeitskomponenten und die auf 
den Beschleunigungskomponenten der einzelnen Kugeln beruhenden 
Partialkräfte zerlegt wurden. Diese Zerlegung schien um so vorteil- 
hafter, als es dadurch gelang, mit Hilfe eines einfachen Satzes die 
eine Kugel angreifende scheinbare Fernkraft auf eine Kraft ein- 
facherer Natur zu beziehen, nämlich auf die ein Flüssigkeitselement 
angreifende beschleunigende Kraft, die man durch Differentiation 
des Druckes und Division mit der Dichte der Flüssigkeit findet. 
Dieser in der Abhandlung aus dem Jahre 1868 mitgeteilte Satz 
läfst sich folgendermafsen wiedergeben: 

„Die im Mittelpunkte der Kugel g angreifende, von der Be- 
wegung einer entfernten Kugel k herrührende Kraft hat dieselbe 
Sichtung, wie die im Mittelpunkte der Kugel g angreifende be- 
schleunigende Kraft, wenn dieser Punkt der Flüssigkeit angehört 
hätte, und ist an Gröfse gleich dieser beschleunigenden Kraft, mul- 
tipliciert mit dem dreihalbfachen der von der Kugel verdrängten 
Flüssigkeitsmasse." 

Dieser Satz ist gültig, solange man sich auf die Berücksichtigung 
derjenigen Fernkräfte beschränkt, die wir als Kräfte niederer Ord- 
nung bezeichnet haben, und man aufserdem die Volumina der Kugeln 
konstant annimmt Wenn man diese beschränkenden Voraussetzungen 
macht, kann man deshalb das Studium der auf die Kugeln aus- 
geübten Fernkräfte durch das viel einfachere Studium der auf die 
Flüssigkeitspartikelchen ausgeübten Kräfte ersetzen, die ihrerseits 
auch als scheinbare, von den entfernten bewegten Kugeln ausgehenden 
Femkräfte aufgefafst werden konnten. 

220. Folgen der früheren Zerlegung der hydrodynamischen Fern- 
krafte. — Die Partialkräfte, die man erhält, wenn man die totale 
Fernkraft in die auf Geschwindigkeit und die auf Beschleunigung 
beruhenden Kräfte zerlegt, haben nicht mehr die Fundamentaleigen- 
schaften, die wir für die inducierende und die energetische Fern- 
kraft abgeleitet haben, dafe die erstere nur verborgene Bewegungen 
hervorruft, und dafs ftbr die letztere, welche allein die sichtbaren 
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Bewegungen erzeugt, das Prinzip von der gleichen Wirkung und 
Gegenwirkung gültig ist. Bei der früheren Zerlegung der Kraft 
findet man deshalb nur das negative Resultat, dafs das Gegen- 
wirkungsprinzip für die hydrodynamischen Fernkräfte nicht allgemein 
besteht Das positive Resultat, dafs für die die sichtbaren Be- 
wegungen erzeugenden Kräfte das Gegenwirkungsprinzip gültig ist 
(180), ein Resultat, das wir kurz als das hydrodynamische Gegen- 
wirkungsprinzip bezeichnen können, war also im Jahre 1868 noch 
nicht gefunden. 

Mit dieser Un Vollständigkeit folgte zugleich eine andere: denn 
in demselben Augenblicke, wo die hydrodynamische Fernkraft in 
Induktionskraft und Energiekraft zerlegt wird, tritt die Analogie 
mit den elektrischen und den magnetischen Fernkräften von selbst 
hervor: die Kräftefunktionen der Energiekräfte sind ganz ähnlich 
gebaut, wie die Ausdrücke der gegenseitigen potentiellen Energie 
elektrischer und magnetischer Teilchen. Wenn man dagegen die 
Glieder der Induktionskraft und der Energiekraft nicht voneinander 
trennt, verschwindet diese Analogie; oder vielmehr, sie tritt nur 
bruchstückweise und in so verzerrten Formen auf, dafs sie nur 
irreleitend wirken kann, und man leicht zu dem Schlüsse geführt wird, 
dafs keine wirkliche, zusammenhängende Analogie besteht 

Wir werden dies leicht sehen, wenn wir die in 172 (c) gegebene 
Kräftefunktion £2 kg für die Summe von Indüktions- und Energiekraft 
entwickeln. Wir nehmen dabei das Volumen beider Kugeln konstant 
an, so dafs tl 9 = \ = 0. ß^ wird dann 

(p k ist hier nach der oft angewendeten Abkürzung anstatt (qp^ ge- 
schrieben, welches nach 166 (d), und wenn J& k = 0, die Form 



(<Pk)y - ^daulnr* ^bb k ^nr^ 



-Ä 



*dc* 4nrkg 



hat. Nach Einführung der Werte 166 (a) der Komponenten des 
Aktionsmomentes geht diese Gleichung über in 

Oft), = -i^p^I^ + ^^i^ + ^ö^i^}* 
Setzen wir dies in ß^ ein, und erinnern uns daran, dafs y, eine 
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Differentiation nach der Zeit bedeutet, die nicht das in a g3 b t , c t und 
a k , b k) c k eingehende t berühren soll, so ergiebt sich 



dal Inr*, ' * bb\ inr^ ' * de% inr^ 
+ 2t} * d *db*dc*I^ g + 26 * d * dirfa~ k T^, +2 ^W^db h Ä^i ' 

Diese Kraftefunktion stellt also die totale Fernkraft dar, welche 
die Kugel k gegen die Kugel g ausübt, und zwar geben die erste 
Zeile die von der Beschleunigung, die beiden letzten die von der 
Geschwindigkeit der wirkenden Kugel k abhängige Partialkraft. 
Nach Symmetrie kann man eine ähnliche Kräftefunktion für die 
Rückwirkung der Kugel g auf die Kugel k aufstellen. 

Sowohl die von der Geschwindigkeit» als die von der Beschleu- 
nigung abhängige Kraft kann nun mit einer magnetischen Kraft 
verglichen werden. Die Partialkraft, die man aus den beiden letzten 
Zeilen durch Ableitung nach a g , b g} c g findet, kann mit derjenigen 
Kraft verglichen werden, die ein Elementarmagnet auf einen anderen 
ausübt: sie hat dieselbe Gröfse und die entgegengesetzte Biohtung 
wie die Kraft, mit der ein Elementarmagnet in dem Punkte k auf 
einen Elementarmagnet im Punkte £ wirkt, wenn die Achsen beider 
Elementarmagnete die Richtung der Geschwindigkeit (^, b k , 6^ der 
Kugel k haben, und ihre magnetischen Momente dieser Geschwindig- 
keit proportional sind. Die durch die erste Zeile von (a) darge- 
stellte, von der Beschleunigung der Kugel k abhängige Partialkraft 
kann mit derjenigen Kraft verglichen werden, die ein Elementar- 
magnet auf einen magnetischen Pol ausübt: sie hat dieselbe Gröfse 
und dieselbe Richtung wie die Kraft, mit der ein Elementarmagnet 
in dem Punkte k, dessen magnetisches Moment proportional der 
Beschleunigung (d^, h k , ö k ) der Kugel k ist, auf einen Magnetpol 
in g wirkt, dessen Polintensität proportional dem Volumen E g der 
Kugel g ist. 

Man findet also zwei nebeneinander bestehende Analogien: in 
der einen tritt die Geschwindigkeit, in der anderen die Beschleunigung 
der wirkenden Kugel als die mit dem magnetischen Momente zu 
vergleichende Gröfse auf. Gleichzeitig wird die Kugel, die die Kraft 
erleidet, einmal mit einem Magnetpole verglichen und ein anderes 
Mal mit einem Magnet, dessen magnetisches Moment aber nicht 
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mit ihrer eigenen Geschwindigkeit, sondern mit der der wirkenden 
Kugel zu vergleichen ist Für die Rückwirkung der Kugel g auf 
die Kugel k sind alle diese Betrachtungen umzukehren. 

Nichts läfst ahnen, dafs hinter diesen bizarren Analogien doch 
eine einfache Analogie steckt, bei der jede Kugel einen Magnet ver- 
tritt, dessen magnetisches Moment ihrer eigenen Geschwindigkeit pro- 
portional ist, und dafs man diese Analogie finden kann, einfach 
durch ein verändertes Aufschreiben der Formeln, oder auch durch 
die Berechnung des Mittelwertes der Kraft im Falle synchroner 
Schwingungen. Wenn es Bjerknes auch nicht in der letzteren 
Weise gelang die Analogie und das damit zusammenhängende hydro- 
dynamische Gegenwirkungsprinzip zu finden, so beruhte es nicht 
darauf, dafs er diesen Weg nicht versuchte, denn er hatte von 
Anfang an den Fall schwingender Bewegungen im Auge gehabt 
Die Ursache war wieder die unzweckmäfsige Teilung der Kraft, die 
die Berechnung des Mittelwertes erschwerte. Denn wenn man die 
Form (a) zu Grunde legt, dürfen die Zeitvariationen der in r^ 
implicite enthaltenen Gröfsen o^, b k , c k und a g , b gj o g nicht vernach- 
lässigt werden. Die Folge war, dafs er durch ungenaue Über- 
legungen zu dem unrichtigen Schlufs gefuhrt wurde, dafs die Kraft 
im Mittel Null sei. 

So ermunternd an sich die im Jahre 1868 gefundenen Sätze 
auch waren, so blieb das Resultat deshalb doch lange Zeit eine 
Enttäuschung. Der Gedanke an Femwirkungen analog denjenigen 
der Natur wurde allerdings nie aufgegeben, aber trat doch während 
mehrerer Jahre in den Hintergrund für die Bearbeitung des Gegen- 
standes von rein mathematischer Seite. So erschien im Jahre 1871 
die Abhandlung „Sur le mouvement simultan^ etc.", (vergL S. 58), 
welche die vollständige Darstellung des Geschwindigkeitspotentiales 
des Kugelsystems enthielt und auch die Grundlage unserer fint- 
wickelungen im kinematischen Teile gebildet hat In diesen Jahren 
wurden auch die älteren Untersuchungen über die Bewegung des 
Ellipsoides wieder aufgenommen, weiter geführt und publiciert 
(vergl. S. 232). Dies war allerdings wieder ein Problem von der 
Bewegung nur eines einzigen Körpers. Anzeichen der Spekulationen 
über scheinbare Fernwirkungen treten aber doch hervor in den 
folgenden Worten, die wir aus diesem Aufsatze citieren: 

„Man könnte weiter die Wirkungen der fortschreitenden Be- 
wegung einer Kugel, deren Geschwindigkeit eine einförmige wäre, 
mit der Wirkung eines Magnetes auf einen fernliegenden Magnet, 
das Flüssigkeitselement, vergleichen; nur dafs man immer annehmen 
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müfste, die magnetische Achse desselben Elementes würde sich stets 
frei richten, parallel und entgegengesetzt der Achse der Kugel — diese 
Achse übrigens nach Richtung der fortschreitenden Kugel gewählt — 
Auf ähnliche Weise könnte man, stets aber mit gewissen Begrenzungen, 
die Wirkung der fortschreitenden accelerierenden Bewegung, sofern 
man die aus der Geschwindigkeit herrührende Kraft vernachlässige, 
als die Einwirkung eines Magnetes des Baumes R n auf einen fern- 
liegenden Magnetpol auffassen, etc." 

Direkt bezieht sich dies nur auf die Fernkräfte gegen ein 
Flüssigkeitspartikelchen. Mit Hilfe des oben citierten Satzes aus 
der Abhandlung von 1868 kommt man aber sofort zu der Fernkraft 
gegen eine Kugel, und man erkennt die durch die Kräftefunktionen (a) 
dargestellten Resultate und die zerrissene und verdrehte Analogie 
wieder. 

221; Die rein hydrodynamische Methode und die Methode des 
Hamilton'flchen Prinzips zur Ableitung der hydrodynamischen Druck- 
kraft. — Zur Ableitung seiner Resultate hatte sich Bjerknes immer 
der rein hydrodynamischen Methode mit der expliciten Berechnung 
des Druckes gegen die Oberfläche der Kugel bedient, die wir auch 
in unserer Darstelllung zu Grunde gelegt haben. Die von Lord 
Kelvin und Tait 1867 in ihrem „Treatise on Natural Philosophy" 
eingeführte neue Methode für das Studium der Bewegung fremder 
Körper in einer Flüssigkeit, nach der man nicht den Druck zu 
betrachten braucht, sondern durch Anwendung der allgemeinen 
LAGRAKGE'schen Bewegungsgleichungen oder des HAMn/roN'schen 
Prinzipes auf die Werte der Druckkräfte schliefst, war ihm noch un- 
bekannt Diese Methode hat aber, wie wir gesehen haben, den 
eigentümlichen Vorteil, dafs sie vom Anfange an die hydrodynamische 
Druckkraft in der Form von zwei Partialkräften giebt, deren Äe 
eine die Induktionskraft und die andere die Energiekraft ist (194), 
während man, wenn man die rein hydrodynamische Methode ver- 
wendet, erst nach einer Umformung des gefundenen Ausdruckes der 
Kraft auf diese Zerlegung kommt (87). Bei Anwendung der neuen 
Methode konnte deshalb die Entdeckung des hydrodynamischen 
Gegenwirkungsprinzipes und der Analogie mit den elektrischen und 
magnetischen Fernkräften nicht lange unterbleiben. Lord Kelvin 
hatte auch diese Methode zur Untersuchung der von Schellbach 
und Guthbie experimentell studierten akustischen Anziehungen und 
Abstofsungen angewendet, und dabei in dem behandelten Specialfall 
das hydrodynamische Gegenwirkungsprinzip und die Analogie mit 
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den temporär-magnetischen Erscheinungen erkannt 1 , ohne jedoch 
seine Formeln und Rechnungen zu publicieren. 

Bjbbknes hat aber erst auf einem Umwege diese neue Me- 
thode kennen gelernt Sie wurde von Kibohhopf aufgenommen und 
in seiner Mechanik besonders auch zu der Untersuchung der Be- 
wegung zweier Kugeln unveränderlichen Volumens in einer Flüssig- 
keit benutzt Dafs Kibchhoff dabei nicht selbst die Eigenschaften 
der beiden Partialkräfte bemerkt hat, auf die die Rechnung nach 
seiner Methode fährt, darf nicht überraschen, da er offenbar nur 
ein Beispiel hat durchrechnen wollen, und nicht dieselben Ziele 
wie Bjebkne8 im Auge hatte. Ohne deshalb die Partialkräfte ge- 
trennt aufzuschreiben, bildet er ihre Summe, * um dann den Fall 
zu betrachten, dafs sich die Kugeln mit konstanten Geschwindig- 
keiten bewegen. Die Kräftefunktion wird dann die durch die 
beiden letzten Zeilen der Formel 220 (a) gegebene, wo das hydro- 
dynamische öegenwirkungsprinzip und die einfache Analogie mit 
den magnetischen Fernkräften verschwunden ist, während nur die 
verzerrte Analogie auftritt Nachdem Kibchboff auf die Nicht- 
Gültigkeit des Gegenwirkungsprinzipes für die gefundene Kraft auf- 
merksam gemacht hat fügt er die folgende Bemerkung hinzu: 

„Es möge angeführt werden, dafs die Kraft, die die zweite 
Kugel auf die erste ausübt, dieselbe Gröfse und die entgegengesetzte 
Richtung als die Kraft hat, mit der ein magnetisches Molekül in 
der zweiten Kugel auf eines in der ersten wirkt, wenn die magne- 
tischen Achsen beider parallel der Bewegungsrichtung der zweiten 
Kugel und ihre magnetischen Momente gleich den Produkten der 
Geschwindigkeit dieser in u. s. w." 

Als Bjebknes im Frühjahr 1875 mit diesem Resultat bekannt 
wurde, das in der im Juli 1874 erschienenen zweiten Lieferung 
der KiBCHHOFF'schen Mechanik enthalten war, fand er deshalb eine 
vollständige Übereinstimmung mit seinem eigenen, was die in Worte 
formulierte Konklusion betraf. Man beachte nur die der Form nach 
verschiedene, dagegen dem Sinne nach übereinstimmende Ausdrucks- 
weise, in der Kibchhoff von gleichgerichteten magnetischen Achsen 
und entgegengesetzt gerichteter Kraft, Bjebknes dagegen von ent- 
gegengesetzt gerichteten Achsen und gleichgerichteter Kraft spricht 

Die Wahrnehmung, dafs die von Kibchhoff verwendete Me- 



1 Sir W. Thomsok: Letters to Fredkricx Guthbi*, November 1870. Philo- 
sophical Magazine. Vol. 41, pag. 428. 1871. Reprint of Papers on Electro- 
staücB and Magnetton, pag. 571—578. 1872. 
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thode zu demselben Resultate führte, ohne etwas neues zu bringen, 
wäre vielleicht für die Fortsetzung von Bjeeknes' Arbeiten be- 
deutungslos geblieben, wenn nicht in den Formeln ein Unter- 
schied in Bezug auf ein Vorzeichen und einen Koefficienten vor- 
handen gewesen wäre. Dieses führte Bjeeknes zu einer eingehenden 
Revision seiner eigenen und der Kibchhoff' sehen Rechnungen, l und 
dabei hat er die Zerlegung der Kraft, zu welcher die Kelvin- 
KiBCHHOFF'sche Methode fuhrt, bemerkt, und die Folge davon war, 
dafs er das hydrodynamische Gegenwirkungsprinzip und die Analogie 
mit den elektrischen und magnetischen Fernkräften fand. Die Re- 
sultate wurden der Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania am 
24. September 1875, 'jedoch ohne Ableitungen, mitgeteilt 9 Die Ab- 
leitungen auf Grundlage des Hamilton' sehen Prinzips, aber ohne 
Eingehen auf die Eigenschaften der Kräfte und auf die Analogien, 
wurden im folgenden Jahre in den Göttinger Nachrichten publiciert 8 

222. Entwickelung der Untersuchungen nach 1875. — Der 
im Jahre 1875 gemachte Fortschritt in der Theorie der hydrodyna- 
mischen .Fernkräfte beruhte also ausschließlich auf der endlich 
gefundenen Teilung dieser Kräfte in inducierende und energetische 
Fernkräfte. Die Wichtigkeit dieser Teilung ist aber auch bei den 
weiteren Untersuchungen immer mehr hervorgetreten. Denn die 
späteren Fortschritte der in diesem Bande dargestellten Theorien 
sind zuletzt alle auf das bessere Verständnis der eigentümlichen 
Wirkungsweise der einen der in Frage kommenden Partialkräfte, 
nämlich der Induktionskraft zurückzuführen. 

Die Resultate aus dem Jahre 1875 bezogen sich noch allein auf 



1 Vergleiche die auf Veranlassung von Bjeeknes der letzten Lieferung 
von KniCHflOFr'B Mechanik beigefügten Verbesserungen zu den Seiten 281, 232, 
248, 249, 250 und der in späteren Auflagen eingeführte Hinweis auf Rrviuarea' 
Arbeiten (S. 282). Der Fehler war offenbar ein nachtraglich hineingekommener 
Schreib- oder Druckfehler, wie man nach der Richtigkeit der in Worte ge- 
rateten Schlußfolgerung annehmen muis. 

1 C. A. Bjebexks, Forelöbige MeddeleLser om de Krsefter , der opstaa, naar 
kuglefonnige Legemer, idet de udforer Dilatations- og Kontraktionsovingninger, 
bevaege sig i et inkompressibelt Fluidum. Yidenskabsselskabets Forhandlinger, 
Christiania 1875. Repertorium der reinen und angewandten Mathematik. Bd. I, 
S. 264. 1877. 

8 Über die Druckkräfte, die durch gleichzeitige mit Kontraktionen und 
Dilatationen verbundene Bewegungen von mehreren kugelförmigen, in einer in- 
compressiblen Flüssigkeit befindlichen, Körpern entstehen. Göttinger Nach- 
richten, 6. Mai 1876 p. 245. 



